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Hinweise: 1. Aufgabe = ,,Wissensteil“: Bearbeitung ohne jegliche schriftliche oder elektronische

Hilfsmittel. Stichwortartige Antworten oder Formeln geniigen. Abgabe auf Extrablatt
nach 10 Minuten!

2. — 4. Aufgabe = ,,Rechenteil*“: Bearbeitung mit schriftlichen Hilfsmitteln und
einfachem Taschenrechner erlaubt. Abgabe nach weiteren 110 Minuten.

Alle anderen Hilfsmittel sind untersagt, insbesondere missen Handys und Laptops
ausgeschaltet und verstaut sein.

Bitte schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und lhre Matrikelnummer!

1. Aufgabe

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a)

b)
c)

d)

f)

Wie lauten die Maxwell-Gleichungen in differentieller Form fir den Fall
quasistationérer Felder?

Unter welcher VVoraussetzung (Formel) gelten diese?

Wie lautet die Formel fir die Wellenzahl einer elektromagnetischen Welle der
Kreisfrequenz @ im Vakuum?

Eine ebene elektromagnetische Welle hat eine Amplitude der magnetischen
Feldstarke von 10 A/m. Wie grol? ist die zugehdrige elektrische Feldstarken-
amplitude (+/- 5%)?

Was ist richtig: Die innere Induktivitat eines von Gleichstrom durchflossenen
runden Leiters ist (1) null, (1) grél3er null und abhéngig vom Radius, (111) gréier
null und unabhdngig vom Radius oder (IV) nicht definiert?

Wie lautet die Formel fur die so genannte Oberfldchenimpedanz (giltig bei starkem
Skineffekt)?




\Vor- und Zuname;: Matrikel-Nr.:

2. Aufgabe

Ein gerader, unendlich langer, von Wechselstrom mit der Frequenz f = 10 MHz, Null-
phasenwinkel 0 Grad und Amplitude |, durchflossener Leiter mit Radius 1 mm ist
konzentrisch umgeben von einem ebenfalls unendlich langen Schirm mit Innenradius R = 3
mm und Dicke t = 1,5 mm. Der Schirm besitzt eine Leitfahigkeit von x=182-10°S/m
sowie eine relative Permeabilitat von z, =50000. Der Raum zwischen Leiter und Schirm
ist Luft (x«, =1, ¢&,=1).

Schirm

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Bestimmen Sie den Betrag des Magnetfeldes an der Innenseite des Schirmes, das
durch |, hervorgerufen wird! Vernachlassigen Sie dabei Retardierungseffekte!

b) Begriinden Sie, ob schwacher oder starker Skineffekt vorliegt und verwenden Sie
die geeignete Naherung fur die folgenden Aufgaben!

c) Bestimmen Sie die magnetische Feldstarke innerhalb des Schirmes als Funktion des
Abstandes r vom Leitermittelpunkt! In welche Richtung ist diese orientiert?

d) Bestimmen Sie die induzierte Stromdichte innerhalb des Schirmes als Funktion des
Abstandes r vom Leitermittelpunkt! In welche Richtung ist diese orientiert?

e) Wie groB ist der gesamte induzierte Strom innerhalb des Schirmes?
f) Wie grof ist die gesamte Verlustleistung innerhalb des Schirmes pro Lange?

Hinweis:
Zahlenwerte bitte bis auf 4 Stellen berechnen (also z. B. 1,234 oder 1,234 - 10°), wobei die
letzte Stelle (hier die 4) gerundet sein soll.




3. Aufgabe

Eine ebene elektromagnetische Welle lauft in einem verlustlosen Medium 1 mit der
Frequenz f = 5 GHz unter dem Einfallswinkel o, = 37° auf eine ebene Grenzflache zu
einem verlustlosen Medium 2 und wird reflektiert bzw. transmittiert. Der Wellenzahlvektor
der einfallenden Welle befindet sich in der xz-Ebene. Die mittlere Leistungsflussdichte
(Betrag des Poynting-Vektors) der Welle betragt 2,5 W/mz2,

7 A
a, :’
@ &, =1 1, =40 /‘\/(kd
e > X
| >
@ ‘n :1’ Hn =15 Ee o, (Zr\lzr

Berechnen Sie in Zahlenwerten:

a) die Betrage der komplexen Amplituden des elektrischen und magnetischen Feldes
der einfallenden Welle,

b) die Betrage der komplexen Amplituden des elektrischen und magnetischen Feldes
der reflektierten Welle,

c) die Betréage der komplexen Amplituden des elektrischen und magnetischen Feldes
der transmittierten Welle,

d) einen Wert fur g, (mit 4., # u,,) S0, dass die einfallende Welle nicht reflektiert
wird!

Hinweis:

Zahlenwerte bitte bis auf 4 Stellen berechnen (also z. B. 1,234 oder 1,234 - 10°), wobei die
letzte Stelle (hier die 4) gerundet sein soll.



4. Aufgabe

In einer unendlich ausgedehnten, ideal leitenden Oberflache befindet sich eine kleine,
kreisrunde Offnung (Apertur) mit Radius a. Durch ein wechselndes elektromagnetisches
Feld in der Apertur wird im oberen Halbraum ein Strahlungsfeld erzeugt, das im Fernfeld
an einem Punkt P folgende elektrische Feldstarkenkomponenten aufweist (k = Wellenzahl):

. ka’E N .~ . ka’E ,

E =j-—2.e % .sin E =j-—2.e .cos@-cos
Ey=1] or ¢, E,=] or ¢
A7
K —>© e P(0,0,r)

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben unter der Annahme, dass der obere
Halbraum Vakuum ist:

a) Wie lauten die zugehorigen magnetischen Feldstarkekomponenten im Fernfeld?

b) Welche Polarisation(en) liegen vor (linear, zirkular, elliptisch)? Bei mehreren
Polarisationen: Wie hangen diese von der Strahlungsrichtung ab?

c) Berechnen Sie den komplexen Poynting-Vektor als Funktion von (8, ¢) fiir den
oberen Halbraum!

d) Fir welche Richtungen (&, ¢) im oberen Halbraum wird die abgestrahlte Leistungs-
dichte (Betrag des Poynting-Vektors) maximal? Welchen Wert besitzt sie in diesen
Richtungen?

e) Berechnen Sie die gesamte, im Mittel in den oberen Halbraum abgestrahlte
Leistung!
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Losung zur 1. Aufgabe

a)

b)

f)

Maxwell-Gleichungen in differentieller Form fiir quasistationére Felder:
- 0B .- = =
rotE:—E rotH = J divD = p divB =0
Anmerkung: In Leitern wird daraus oft noch p =0 gefolgert.

Voraussetzungen fir Gultigkeit:

‘5‘»‘85/&‘ bzw. fiir harmonische Felder o < x/ =1/ Relaxationszeit

Wellenzahl im Vakuum: k= CQ =@+ &,

0

Elektrische Feldstarke: E=T},-H =376,7Q2 - 10A/m =3767 V/m

Die innere Induktivitat eines von Gleichstrom durchflossenen runden Leiters ist
(111) groRer null und unabhéngig vom Radius.

jou

Oberflachenimpedanz: Z, _irl_ Jen
xd K




Lésung zur 2. Aufgabe

a)

b)

d)

Das Magnetfeld an der Innenseite des Schirmes wird am einfachsten iber das
Ampeéresche Gesetz bestimmt (es zeigt ausschliellich in azimuthale Richtung):

Skintiefe mit den vorgegebenen Daten:

d= }i =5,276-10"m
WKL

Vergleich zur Schirmdicke und Schirminnenradius zeigt, dass d sehr viel kleiner
als beide ist. Somit liegt ein Fall von starkem Skineffekt vor.

Aufgrund des starken Skineffekts, kann das Magnetfeld innerhalb des Schirmes
mit Hilfe der Halbraumdarstellung approximiert werden. Mit s = r-R als Abstand
von der Innenseite des Schirmes in positive radiale Richtung kann man ansetzen
(siehe z.B. Ubungsaufgaben):

A oS I, f%j-(f*R) _
H=Hye ? g —5pe ' & Rsrske)

Ho, die Feldstéarke auf der Oberflache, und die azimuthale Orientierung wurden
dabei aus Teilaufgabe a entnommen.

Der induzierte Strom wird i.A. berechnet tiber J =rotH . In Zylinderkoordinaten
ergibt sich dadurch nur eine z-Komponente flr den Strom:

j:ga(r-ﬂw):ﬂ oH, @oH

y —y L
'/+ Y ~ v

7 or or r or or




Die Abschétzung ist gerechtfertigt, denn z.B. an der Stelle r = R gilt:

g, _(Ho << °H, =/2. H,
r or d
Es folgt somit:
R a+j-1, Hen
e 4§ =- 2.g d €, R<r <R+t
d-27R R=r=R+t)

Die gesamte induzierte Stromdichte erhalt man aus der Integration tber die
durchflossene Flache. Hierbei setzt man sinnvollerweise die Naherung fiir einen

e)
Halbraum an und findet (Strom = &quivalenter Oberflachenstrom * Umfang):

Ao s d
_md=ﬂgdAz;xr=RyI;TQMQ=—u

D.h. der induzierte Strom ist entgegengesetzt gleich grol? wie der Leiterstrom!

Die Verlustleistung pro Lénge kann z.B. tiber den komplexen Poynting-Vektor

f)
und Multiplikation mit dem Umfang berechnet werden:

gzi(gngzi{gng_
- 2 2 | K
Daraus:
~ | 2
P 2R Rels)=— 1o
! 4dx7R
Alternativ kann man tber die Oberflachenimpedanz Z = %gehen:
2 2 2
_lRe{;S}—IO :E-i- IO = IO
2 Umfang 2 xd 27R 4dx7/R

P
/



Lésung zur 3. Aufgabe

a)

b)

Die Betrage der komplexen Amplituden des elektrischen und magnetischen
Feldes konnen iber den Betrag des komplexen Poynting-Vektors berechnet
werden:

2

l:lH ﬂ: ﬂe

1
:E.[l‘.

Der Feldwellenwiderstand im Medium 1ist T, = /g4 / & =+ 44, - T, =1459 Q.
(Feldwellenwiderstand T, = /x4, / &, ~376,7 Q). Damit folgen:

2S, mA

=5854 — v
L) _ m

=85,41—
m

E.

= ‘1:1‘ ’ ‘ﬂe

Zur Berechnung des reflektierten und (spéater) der transmittierten Feldstarken
wird von den passenden Fresnelschen Formeln ausgegangen (siehe z.B. Skript,
Polarisationsfall 1):

I',-cosea, —1',-coScx

Diese Faktoren gelten fiir die elektrische Feldstarken. Der Feldwellenwiderstand
im Mediums 2 ist I', =,/ x,, -I';; =2383 €2. Der noch unbekannte Durchtritts-

winkel @4 l&sst sich Uber das Brechungsgesetz bestimmen:

, K, . | ,
Sina =E—1'Sln o, = £ sin &, a :arcsin[ o ~sinaeJ:21,63°
=2 Hio Hea

Damit ergeben sich fur den Reflexionsfaktor und den Transmissionfaktor:

r. =0168 und t.=1168



Damit fur die Betrdge der komplexen Amplituden des elektrischen und
magnetischen Feldes der reflektierten Welle:

E.l=r. E,.|= 0168-85.41- 1435
m m
.1 |E
A=l 180 A _ggss ™A
L] 1459 m m
c) ... und damit fiir die Betrdge der komplexen Amplituden des elektrischen und

magnetischen Feldes der transmittierten Welle:

E,=t.-E, _1168-85,41-L = 99,76
m m
. |E
f o B0l _99T6A _ g6 mA
IC,| 2383 m m

d) Bei vollstandiger Transmission ist der Reflexionsfaktor null. Damit aus den
Fresnelschen Formeln:

[, cosay
[ cosa, ®)

Brechungsgesetz:
K _singg
k, sing,

Formel (*) wird wie folgt umgestellt:

r,) cos’
a
(——2] =fre — o cos? oty =212 . cos? o, )
1:1 zurl Cos ae /url

Formel (**) wird wie folgt umgestellt:



2
k sina : ,
(——l =t > —% < singy = Hu SiN% g, (rrrry
K, Hep  SIN o, M

Addition von (***) und (****):

1= sin% o, + 22 .cos?

,Urz /url

Dies flhrt auf eine quadratische Gleichung fur g, :

2 502
:url +:ur1 sin ae :0

2
My = Hyp-
T cos’a,  costa,

2 2 =2
SRR . S \/ fo Mo ST % _1176+3,241

2 cos’a, \4cos'a, cos’a,

= u,, =15,00 oder 8,519
Da in diesem Falle gefordert ist, dass x,, = u,, =15, ist das Ergebnis:
M., =8,519

Anmerkung:

Der Einfall erfolgt in diesem Fall unter dem so genannten Brewster-Winkel.



Lésung zur 4. Aufgabe
Die magnetischen Feldstdrkekomponenten im Fernfeld bestimmen sich Gber

den Feldwellenwiderstand T, =/, / &, ~376,7 Q des Freiraumes zu:

a)
\ E . ka’E, |
H,=—=f=—j.———=%.e ™ .cos8-cos ¢
I, 2r-T,

Q: .—ka2E0 e ik -sing
2r-T;,

und
H =
_¢ 1_,0

Hierbei wird ausgenutzt, dass elektrische und magnetische Felder im Fernfeld
senkrecht zueinander stehen und deren Kreuzprodukt in radiale Richtung zeigt.

Die Komponenten des elektrischen Feldes besitzen fir beliebige Winkel ¢ und
¢ stets den gleichen Phasenwinkel zueinander, ndmlich null Grad. Daher ist das

b)
elektrische Feld bzw. die Welle
in jede Richtung linear polarisiert.

Der komplexe Poynting-Vektor kann wie folgt berechnet werden:

c)
12 oa 1|22 .
§:E.Exﬂ =2 E:g x ﬂg :E'(Eg'ﬂ¢_ﬁ¢'ﬂ0 &
E,) (H,
=2—1{()'(E9'é9 +E¢'E¢*)‘ér:i'(ﬁezJ’QZj'ér
_ 1 kza:Eg (sin? g+ cos? 0-cos? ¢)-&

Wie zu sehen, hat der komplexe Poynting-Vektor keinen Imaginarteil. Sein
(*)

Betrag ist:
k*a*EZ [ .
0 -(sm2 ¢ +cos” 6-cos’ ¢)

S0 =t




d)

Aus der Formel (*) aus Teilaufgabe ¢ kann man den maximalen Wert des
Poynting-Vektors direkt ablesen:

k’a*E}
8r’-T,

max[S (6, ¢)]= (**%)

Dies folgt aus der Identitat sin” ¢+ cos® ¢ =1und der Tatsache, dasscos? 6 <

Die Bestimmung der Richtungen, in die diese maximale Leistungsdichte
abgestrahlt wird erfolgt entweder aus der Anschauung oder ausfiihrlicher
Kurvendiskussion wie hier:

Ableitung nach @:

oS k*a'E;
060  4Ar®.T,

.c0s6-sin@-cos’ ¢

Nullsetzen ergibt Werte fuir mogliche Extrema (¢ beliebig): 6,,, =0,

NN

Einsetzen in (*) und Vergleich mit (**) zeigt, dass nur O richtig ist. Somit:

Maximum flr @ =0, ¢ beliebig (***)

Ableitung nach ¢:

oS k’a'El : : 2
— = -|2cos¢-Sing—2cos¢@-Sing-cos” &
oy " gro.r (2005#-sing ~2005-sing cos”0)
k’a*EZ 2 :
= -\1—-cos“@)-cos¢@-sin
4r®.T, ( ) gsing

3

Nullsetzen ergibt Werte fur mogliche Extrema (6 beliebig): ¢, = 0,%,”,7

Einsetzen in (*) und Vergleich mit (**) zeigt folgende Ldsungen:

Maximumfiréd =0, ¢=0

Maximum fiir € = beliebig, ¢p=7/2

Maximumfiré =0, g=r
Maximum fir & = beliebig, ¢p=37/2

Maximumfir& =0, ¢=2x

Die Losungen fir €= 0 sind in (***) schon enthalten.

1.

27T



e)  Zur Bestimmung der im Mittel abgestrahlten Leistung wird die radiale
Komponente des Poynting-Vektors tiber den oberen Halbraum integriert:

2 2n,

]

fj/' -r’singdédg¢
00
k

7/2
Ism $-sin@+cos® 6-cos’ ¢- S|n9)d0d¢
0

2r 2
Unter Verwendung von '|'sin2¢d¢= jcosz¢d¢=7z ergibt sich:
0 0

k?a*E?2 w2 5 -
- o\ z- Ism0d0+n- J‘coszé?-smedé?
0 0

rad — 8F0

V4

N |

2,42 z
_KaEr [~ cos o] {—100539}
8T, 3

:%. [_O+l]+|:_0+1:l
8-T, 3
_kPa'Eim
6T,

0
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Hinweise: 1. Aufgabe = ,,Wissensteil“: Bearbeitung ohne jegliche schriftliche oder elektronische
Hilfsmittel. Stichwortartige Antworten oder Formeln geniigen. Abgabe auf Extrablatt
nach 10 Minuten!

2. — 4. Aufgabe = ,,Rechenteil*“: Bearbeitung mit schriftlichen Hilfsmitteln und
einfachem Taschenrechner erlaubt. Abgabe nach weiteren 110 Minuten.

Alle anderen Hilfsmittel sind untersagt, insbesondere missen Handys und Laptops
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Bitte schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Namen und lhre Matrikelnummer!

1. Aufgabe
Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Wie lauten die Maxwellschen Gleichungen in integraler Form?

b) Wie ist die Skintiefe (Eindringtiefe) in elektrisch leitenden Medien definiert
(Formel)?

c) Erklédren Sie in Worten, was man unter ,,Ruheinduktion” und was man unter
,Bewegungsinduktion* versteht!

d) Welchen Wert hat ndherungsweise (+/- 5 Ohm) die Wellenimpedanz des Vakuums
und wie definiert sie sich aus den Feldkonstanten (Formel)?

e) Wie lautet die Formel fur die so genannte Oberflachenimpedanz eines Korpers, der
Skineffekt aufweist?

f) Ab welcher Frequenz wird die TE10-Mode eines rechteckigen, mit Luft geftllten
Hohlleiters mit den Innenabmessungen 3 cm auf 2 cm ausbreitungsféahig?



Vor- und Zuname;: Matrikel-Nr.:

2. Aufgabe

Das magnetische Vektorpotential des Erdmagnetfeldes in Kugelkoordinaten lautet:

Hom, sin &
:O’ :O, =
A & A 4 r?

wobei das magnetische Dipolmoment m, =7,746-10°* Am’ ist.

a) Wie lauten die drei Komponenten der entsprechenden magnetischen Flussdichte in
Kugelkoordinaten (Formeln)?

Ein Auto fahrt mit einer konstanten Geschwindigkeit von v = 50 km/h geradeaus in
Hamburg (€ =53,5") auf ebener Erde. Die metallischen Achsen des Autos sind 1,2 m lang.

Rad

<3
<l

Rad

b) Berechnen Sie als Zahlenwert die gesamte Spannung, die entlang einer Achse
induziert wird (Erdradius = 6371 km)!

Hinweis:

Fur alle Zahlenwerte geniigen vier signifikante Stellen, also z.B. 1,234-10°, wobei die letzte
Ziffer (hier die 4) gerundet sein soll.




3. Aufgabe

Eine ebene elektromagnetische Welle (f = 100 MHz) in einem verlustbehaften Medium mit
. =1 besitzt die folgende komplexe Amplitude der elektrischen Feldstérke in kartesischen
Koordinaten:

) - Cos ¢ sin ¢
E(X! Y, Z) - TZ . e_jK‘F ‘| sin ¢ mit E(X; Y, Z) = k0 ) (1’5_ J : 2) _COS¢
1 0

Hierbei gilt: E, =1V/m , ¢=45" und k,=5m™,
Berechnen Sie im Folgenden als Zahlenwerte:

a) die Dampfungskonstante und die Phasenkonstante der Welle,

b) die Wellenlange und Phasengeschwindigkeit,

c) den komplexen Wellenwiderstand,

d) den Betrag der magnetischen Feldstarke im Koordinatenursprung und
e) den Phasenunterschied zwischen elektrischem und magnetischem Feld.

Bestimmen Sie als Formel:
f) die komplexe Amplitude der magnetischen Feldstarke.

Hinweis:

Fir alle Zahlenwerte geniigen vier signifikante Stellen, also z.B. 1,234-10°, wobei die letzte
Ziffer (hier die 4) gerundet sein soll.



4. Aufgabe

Eine ebene elektromagnetische Welle mit der Frequenz f = 3 GHz lauft in einem
verlustlosen Medium (W,y = 3) unter dem Einfallswinkel a, = 30° auf eine ebene
Grenzflache zu einem anderen verlustlosen Medium (W4, = 1) und wird reflektiert bzw.

transmittiert. Der Poyntingvektor der einfallenden Welle befindet sich in der xz-Ebene.

7 A
ay //
@ ng =1’ ,Urz =1 y /\// kd

Die einfallende Welle besitzt folgende elektrische Feldkomponenten (E, =1V/m ):

— - jke T _ —jke -F _ . —jk,-F
Exe——EO-COSae.e , Eye_Eo'e , Eze_Eo.smae.e

Berechnen Sie im Folgenden als Zahlenwerte:

a) den Durchtrittswinkel und den Winkel flr innere Totalreflexion,

b) die Betrage der reflektierten und transmittierten elektrischen Feldkomponenten, die

senkrecht zur Einfallsebene liegen,

c) die Betrage der reflektierten und transmittierten elektrischen Feldkomponenten, die

parallel zur Einfallsebene liegen,

d) die zeitlich gemittelte, senkrecht durch die Grenzflache tretende Leistung pro
Quadratmeter!

Hinweis:

Fur alle Zahlenwerte geniigen vier signifikante Stellen, also z.B. 1,234-10°, wobei die letzte

Ziffer (hier die 4) gerundet sein soll.
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Ldsung zur 1. Aufgabe

a)

b)

d)

f)

Maxwell-Gleichung in integraler Form:

ﬁD dA = mpdv Q ﬁé-dﬂzo
fE-d

Skintiefe: dz\/ 2 =\/ 1
Motk \ pop k7

Ruheinduktion = Induktion (Erzeugen eines elektrischen Feldes) auf Grund
der rein zeitlichen Verdnderung eines Magnetfeldes.

Bewegungsinduktion = Induktion auf Grund der Bewegung durch ein
rdumlich veranderliches Magnetfeld.

Wellenwiderstand des Vakuums: I} = /ﬂ ~ 376,73Q
&

I+j_ |Jou

Oberflachenimpedanz: Zs=
xd K

Die Grenzfrequenz der TEjp-Mode ist f =c,/2a mit a = L&nge der breiten Seite
(hier 3 cm). Somit folgt f ~5GHz.




Lésung zur 2. Aufgabe

a) Berechnung der magnetischen Flussdichte aus dem Vektorpotential:

0
B =rot A=rot 0
MMy SING
4 r?

Hierbei gilt fur die Rotation in Kugelkoordinaten:

VxA=g, {%(sine-p\y)—gﬁ}rég-l{i-%—a(r-A,)}

rsing W r

Es folgt:

-cos @

- 1 i(sin@- LM, smzej: yomg
rsin@ o0 A7 r 2rr

-sin@

B _ 10 r./Uomo sing _ M,
’ 4r  r? Arr?

o8]
I
o

b)  Auf Grund der Bewegung der metallischen Achse durch das Erdmagnetfeld wird
ein elektrisches Feld induziert (Bewegungsinduktion). Entlang der Achse kann
dazu nur die radiale Komponente des Magnetfeldes beitragen:

B, (r =6371km, #=535)=3564-10"T

Geschwindigkeitsvektor und radiale Komponente stehen senkrecht zueinander
und das induzierte elektrische Feld ist parallel zur Achse. Es folgt deshalb:

o —y.p, . 50000M

r .3,564-10° T-1,2m = 0,594 mV
36005 b



Lésung zur 3. Aufgabe

a) Aus der Propagationskonstanten:

y=a+i-B=jk=jkK-L5-j-2)=5m™(j-15+2)=(10+-7.5)m"

folgt die Dampfungskonstante zu: a=10m"

und die Phasenkonstante zu: L=75m"

b)  Wellenléange und Phasengeschwindigkeit folgen aus der Phasenkonstanten zu:

_2z 2”_1 ~0,8378m
B 75mt
6 ~—1
v =@ _27-100-10°s " 5 aaig 108 mis

] 75m®

c) Der komplexe Wellenwiderstand ist:

6 ~—1 -7 -1 2 -1
o Ot _ 27-100-10°s 47_r 10" Hm~ 8z 10_Hs _ 6317155 0
-k K,-(L5—j-2) 75— j-10

d) Betrag der magnetischen Feldstarke im Koordinatenursprung:

- £(000) |E cos9
H 0,0,0)(: =) | 20 e KT U sing (16317 Q=
H( N ¢
1
E |
=|—%. |cos* g +sin® $+1/:6317 Q
\/E =1

=1Vm™:6317 Q=1583-10"° A/m

e) Der Phasenunterschied zwischen elektrischer und magnetischer Feldstérke kann
am Nullphasenwinkel des komplexen Wellenwiderstandes abgelesen werden:

Phasenunterschied =5313°




f)

Die magnetische Feldstarke kann z.B. aus rotE = —ja)uoﬂrﬂ bestimmt werden.
Unter Beachtung von:

aﬁ(e‘“z'F):—jgx-e‘jE'F fur x,y,z zyklisch
X

und der Produktregel (siehe z.B. Skript):

rot(c- A) = (grad ) x A+c- (rot A)

folgt:
CoS ¢
4 Z 1 EO —ik-F -
H=- TotE=—————-—"2 .grad (" |x| sing [+0
jouou, jouop, 2 1
— jk, Cos ¢
__ 1 & —j L sin ¢
' 2 |
JorL 1, J2 — jk, 1
oS
l EO _ Er — . ¢
= —=.e Tk x| sing
WMy 2 1
_ b kE-—K sxE-lexE
WOflo Ol L
Ausflhren des Kreuzproduktes ergibt:
sin cos —C0S
Iflzl-i-e”ﬁ- —cos¢¢ % sinZ :E-E-e’jg'r- —sinZ
— [ 2 L V2

0 1 1




Lésung zur 4. Aufgabe

Diese Aufgabe wird mit Hilfe der Fresnelschen Formeln gel6st (siehe z.B. Skript).

a) Die Anwendung des Brechungsgesetztes fiihrt auf den Durchtrittswinkel:

sinad:%-sinae: /ﬂ-sinae:?-%zé = qa,=60
/Urz

2

Der Winkel fur innere Totalreflexion ist:
sin e _total = ﬁ = & = i = Cy_iotal = 35,26°
L 7 NE -

b)  Fir Feldkomponenten senkrecht zur Einfallsebene (hier die y-Komponente)
lautet der Reflexionsfaktor:

J3 V3
D005, —T,c0say _ HplyCOSa —yualoC0Say _ 3 5 _
T L,cos0, +Tyc0sa, o[ u,Ty cOS e, ++/p, T, COS ﬁ+j
2 2
und der Transmissionsfaktor: te=1+r. =1
Somit:
‘Eyr :‘[EEye :0 V/m ‘Eyd‘:‘tEEyd‘zl V/m

c) Fur Feldkomponenten parallel zur Einfallsebene (hier die x- und z-Komponen-
ten) lautet der Reflexionsfaktor:

31
_Licosa, —T,cosay  HaToCOSQ —~/ 4, [,COSty

rhw = =

- ~05
Lcosa, +0,008;  uyT,C08a, +1/p,Tyc0sa, 3.
2

NN

und der Transmissionsfaktor: t,=1+r, =15



d)

Somit fur die reflektierten Feldkomponenten:

|Exr| = |_[H Exe| = 01433 V/m |Ezr| = |[H Eze| = 0125 Vim

Fur die transmittierten Feldkomponenten beniitzt man die Kenntnis der
tranmittierten magnetischen Feldstarke:

Exd :_Cosad I:Zﬂyd Ezd =sin Qy I:Zﬂyd
=—C05ad1:2t|_| ﬂye =sin adl:zﬂye

Hierbei ist H , = /(-E, -cosa,)? +(E, -sina,)? /T, = E,/ T, . Es folgt:

|E 4| = [cos o4 %EH E,

=1

0,433 V/m E.a|= =0,75 Vim

sin o, %IH =
=1

Der Betrag des Poynting-Vektors der transmittierten Welle ist:

2 2 2
:1.|Exd| +‘Ey"‘ +|Eq| =2,321-10"° W/m?
|F2| 2 |£2|

Daraus kann man die zeitlich gemittelte, senkrecht durch die Grenzflache pro
Quadratmeter tretende Leistung berechnen:

S, =|S,|-cos oy =1,161-10° Wim?
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1. Aufgabe

Bearbeiten Sie folgenden Fragen bzw. Aufgaben:

a) Wie hangt die pro Fl&che dissipierte Leistung eines Materials im magnetischen
Wechselfeldes von seiner spezifischen Leitfahigkeit « und der Skintiefe d ab
(Grenzfall starker Skineffekt)?

b) Wie lautet die Formel fir die induzierte elektrische Feldstarke, die durch Bewegung
mit der Geschwindigkeit v durch ein Magnetfeld B entsteht?

c) Nennen Sie mindestens drei Eigenschaften ebener elektromagnetischer Wellen!
d) Wie lautet der Reflexionskoeffizient (Formel) fiir das elektrische Feld in Form
ebener Wellen bei senkrechtem Einfall auf eine ebene Grenzflache zwischen zwei

Medien mit den jeweiligen Wellenwiderstanden I'; und I, (Einfall aus Medium 1)?

e) Wie lautet die Formel fiir den Brechungsindex eines optischen (verlustlosen)
Mediums mit relativer Permittivitdt ¢, und relativer Permeabilitat u, ?

f) Wie lautet das Brechungsgesetz (Formel) zwischen zwei Medien mit ebener
Grenzflache mit den jeweiligen Brechzahlen n; und n,?



\Vor- und Zuname: Matrikel-Nr.:

2. Aufgabe

Eine Leiterschleife dreht sich wie in Teil a der Abbildung unten gezeigt mit der Winkel-

geschwindigkeit w in mathematisch positiver Richtung um die y-Achse in einem
2

inhomogenen Magnetfeld, das durch B = B, -(1—%) -8, beschrieben wird.

b)  o(p)

(o)’

Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich die Leiterschleife in der Position ¢ = 0.

a) Berechnen Sie den gesamten magnetischen Fluss @ in der Leiterschleife als
Funktion des Winkels ¢ mit der x-Achse und der gegebenen Parameter!

b) Berechnen Sie die in der gesamten Leiterschleife induzierte Spannung u als
Funktion der Zeit t und der gegebenen Parameter! Welche maximale Spannung wird
induziert und bei welchem Winkel ¢ tritt diese auf?

c) Berechnen Sie in Abhangigkeit der gegebenen Parameter die induzierten
elektrischen Feldstarken E,(y,t) entlang des Leiterabschnitts | und ﬁ,,(r,t) entlang
des Leiterabschnitts Il (siehe Abbildung). Anmerkung: r = vx? + z2.

d) Skizzieren Sie in Teil b der Abbildung den Verlauf des magnetischen Flusses ® und
der in der Leiterschleife induzierten Spannung u in Abhangigkeit von der Stellung
der Leiterschleife (d.h. vom Winkel o).




3. Aufgabe

Eine ebene elektromagnetische Welle trifft wie in der Abbildung gezeigt aus der Luft
senkrecht auf eine dielektrisch beschichtete, halbunendliche Metallplatte. Alle Grenz-
flachen sind eben. Die Materialparameter sind in der Abbildung angegeben.

Luft

Einfallende
Welle
Reflektierte
Welle
E = 80

i= to = / i
k=0 Lok = : K= Km
Shiiliriiirireieieie: M A

Die folgenden Werte sind gegeben: &, 4, = 4; k,,, = 8,6 106%; f =5GHz; t =1 mm.

a) Berechnen Sie in Zahlenwerten die Reflexions- und Transmissionsfaktoren fiir das
elektrische Feld an den Ubergangen Luft-Dielektrikum, Dielektrikum-Luft und
Dielektrikum-Metall unter der Annahme, dass die beiden betrachteten Materialien
jeweils den unendlichen Halbraum auf ihrer Seite des Ubergangs ganz ausfillen.

b) Berechnen Sie in Zahlenwerten die Reflexions- und Transmissionsfaktoren fur das
magnetische Feld an den Ubergangen Luft-Dielektrikum, Dielektrikum-Luft und
Dielektrikum-Metall unter der Annahme, dass die beiden betrachteten Materialien
jeweils den unendlichen Halbraum auf ihrer Seite des Ubergangs ganz ausfiillen.

Im Folgenden soll die gesamte Anordnung aus Luft, Dielektrikum und Metall betrachtet
werden. Die ortsunabhdngigen Anteile der komplexen Amplituden der einfallenden Feld-

starken seien mit £, und H, bezeichnet. Berechnen Sie unter Einbeziehung der Mehrfach-
reflexionen an den Grenzschichten | und Il jeweils als Zahlenwert das Verhéltnis:

c) der elektrische Feldstirke E, der reflektierten Welle zu E, und

d) der magnetischen Feldstirke A, der reflektierten Welle zu A,!



4. Aufgabe

Eine elektromagnetische Welle im Vakuum lasst sich als Uberlagerung der beiden in
Abbildung a und b dargestellten Teilwellen 1 und 2 beschreiben, bei denen es sich um
ebene Wellen mit der Frequenz f, = f, = fy handelt. Die Wellenzahlvektoren beider
Teilwellen befinden sich in der xz-Ebene und schliel3en mit der x-Achse einen Winkel a
ein. Der elektrische Feldstarkevektor der Welle 1 befindet sich ebenfalls in der xz-Ebene
und schlielt mit der z-Achse den Winkel a ein. Der elektrische Feldstarkevektor der Welle
2 zeigt in negative y-Richtung.

a)

b)

E1

><V
><V

Zum Zeitpunkt t = 0 habe das elektrische Feld E1 im Ursprung des Koordinaten-

systems den Betrag E, und den Phasenwinkel 0, das elektrische Feld Ez den Betrag E,
und den Phasenwinkel /4.

a)

b)

Bestimmen Sie zunédchst die Wellenzahlvektoren l?l und l?z als Formel nach Betrag

und Richtung! Geben Sie dann die elektrischen Felder E, (7 t) und E,(#t) an.
Dabei ist davon auszugehen, dass beide Teilwellen nur aus einer hinlaufenden Welle
in Richtung des Wellenzahlvektors bestehen.

Betrachten Sie nun die Uberlagerte Welle E,.; = E, + E,. Kann die Uberlagerte

Welle ebenfalls als ebene Welle betrachtet werden? Falls ja, wie ist diese
polarisiert?

Berechnen Sie das Magnetfeld der iberlagerte Welle Eges = El + H,!

Berechnen Sie den komplexen Poynting-Vektor der iberlagerten Welle nach Betrag
und Richtung (Eges und Eges bzw. deren Amplituden sind dabei als Spitzenwerte
aufzufassen)!

Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf des Betrages der elektrischen Feldstarke
|Ejes(t)| = |Re{E  es(£)}| im Ursprung des Koordinatensystems!
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Ldsung zur 1. Aufgabe

a)

b)

d)

f)

1

Die pro Flache dissipierte Leistung ist proportional o

E=vxB

Eigenschaften ebener elektromagnetischer Wellen (drei verlangt):

- Orte gleicher Phase (Wellenfronten) sind Ebenen im Raum,

- Ausbreitung erfolgt senkrecht zu den Wellenfronten,

- elektrisches Feld und magnetisches Feld stehen senkrecht aufeinander,

- elektrisches und magnetisches Feld stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung,
- elektrisches und magnetisches Feld sind tber die Wellenimpedanz verknupft.

Fz_rl
e == —

1:2+1:1
N=\ s,

n-sing, =n,-sing, (mit 4,6, als den Winkeln zum Lot)




Lésung zur 2. Aufgabe

a)  Der magnetische Fluss durch die Leiterschleife berechnet sich durch:

©(p) = [[B(2)-dA(p) wobei  dA(p)=dy-dr g,

Hierbei wurden Zylinderkoordinaten entlang der y-Achse gewéhlt. Die Flachen-
normale zeigt hierbei in positive ¢-Richtung. Es folgt:

2
D(p) = ”B ( a)* dy-dr-g,
_ﬂB ( (r- S'”¢) J (~sin ) -dy-dr
=-2IB j sin —r—z-sin3 -dr
0 ) (D az (D
. 1 . )
:—2IBO-{r-smgo—g-?-sm?’gp}

=—2IBO-a-[sin(p—%-sin3(pJ

b) Die induzierte Spannung entspricht nach dem Induktionsgesetz der totalen
zeitlichen Ableitung des magnetischen Flusses durch die Leiterschleife:

do(e(1))

=y

Die Spannungsrichtung ergibt sich dabei nach der Lenzschen Regel (das Magnet-
feld des induzierten Stromes wirkt der Flussénderung entgegen).

Mit ¢ = wt folgt:

u(t) = 218, -a-%(sin(a)t) —%-sin3(a)t)j

= 2IB, -a-(a)-cos(a)t) —a)-sinz(a)t)-cos(a)t))
=2IB, -a-w-cos(at) - (L—sin*(at))
=2IB, -a-w-cos® (wt)

Die maximale Spannung ist also:



u_ (p=0)=2IB,-a-®

Anmerkung:
Im Vergleich zum Fall eines homogenen Magnetfeldes ergibt sich in Bezug auf
die maximal induzierte Spannung keine Anderung.

Der Ansatz fir die induzierte elektrische Feldstarke ist E :\7>< § . Fir den
Leiterabschnitt I:

) i B a-sing)’ ) .
V=w-a-(cos(p)-e; —sin(p)-ex) und B:Boi[l_%j.ex

Es folgt:

E/=vxB :a)-a-(cos(gp)-éz —sin(e) -éx)x B, -(1—sin2 co)-éx

=co-a-cos((p)-B(,-(l—sinz(p)-éy =B, ‘®-a-cos° - ey
Mit ¢ = wt:

Ei(y,t) = B, ‘a-@-cos’(at) - ey

Das elektrische Feld entlang des Leiterabschnitts | hdngt somit nur von der Zeit t,
nicht jedoch von der Position y entlang des Leiterabschnitts ab.

Die Betrachtung l&sst sich vollkommen analog fiir Leiterabschnitt 11 durchfihren,
wobei gesetzt werden muss:

) ) B r-sing)®) -
V=w-r-(cos(p)-e. —sin(¢)-ex) und B:Bo(l_%j.ex

Mit ¢ = wt:

-~ = . R . 5 )
EII (I‘,t) =vVxB=w-r- (COS((D) -e, —Sin(gp) 'ex)X Bo (1_ rz ) S|na2(§0)J.eX

A2 -
=w-r- Bo (1— r2 : Slna(za)t)J COS(a)t) "€y

Anmerkung:



d)

Wahrend die elektrische Feldstarke bei Leiterabschnitt | parallel zum Leiter
verlauft und fir einen Spannungsabfall entlang dieses Leiterabschnitts sorgt,
steht die elektrische Feldstarke bei Leiterabschnitt Il senkrecht auf dem Leiter
und erzeugt keinen Spannungsabfall.

. 1 .
Der magnetische Fluss hangt mit —(sm((p) —gsln3((p)j von ¢ ab. Dies fiihrt auf

einen sinusartigen Kurvenverlauf mit abgeflachten Minima und Maxima. Der
Verlauf der induzierten Spannung ergibt sich durch graphisches Ableiten.

O(¢)f

u(o)




Lésung zur 3. Aufgabe

a) Die Formeln fir Reflexions- und Transmissionsfaktoren des elektrischen Feldes
bei senkrechtem Einfall vom Medium 1 ins Medium 2 lauten

r === und t =14r...=—=2
Te2 r,+T, Le 12 TE12 r,+T,
mit
= J&
— \k+ jowe

Die gegebenen Materialparameter fuhren auf die folgenden Wellenimpedanzen:

=T, = | =376,730
&o

=T, = |- -188370
gr,dgo

[,=T, ~ 2% — 47,909 mQ-(1+ j)

Kn

Die gesuchten Reflexions- und Transmissionsfaktoren lassen sich nun durch
Einsetzen in die Formeln bestimmen:

fop=—t feo == Fe on =—09995+ j-5,084-10°
- 3 B 3 '
2 4 . 4
te o :g teo = 3 te ow =5,087-10" + j-5,084-10
b)  Fir das magnetische Feld gilt:
r,-r, 2T,
M =Ten,=="—2 und  ty =14 =——.
ZH,12 —E,12 1:1 +1:2 tH 12 TH12 1:2 +1:1
Damit:
1 1 . 4
'nio =§ hooL :_5 I om =0,9995-)-5,084-10
4 2 _ ,
ty o :g t o :g t, om =1,9995-j-5,084-10




c) Mitden in Aufgabenteil a berechneten Reflexions- und Transmissionsfaktoren
lasst sich das elektrische Feld der reflektierten Welle wie folgt als unendliche
Summe darstellen (vergleiche die entsprechende Ubungsaufgabe):

Er = Ee [ Teo +IE,LD “Te pm 'IE,DL eI
) -
+IE,LD “Teom " TepL 'IE,DL € et

3 —jkét
+le o Teom FeoLtep - €

i ]

Hierbei entspricht der erste Term dem an der Grenzflache | reflektierten Anteil,
der zweite dem an der Grenzflache 1l reflektiertem Anteil und alle weiteren
Terme den (unendliche vielen) Mehrfachreflexionen. Der Exponentialterm
berlcksichtigt hierbei die Phasenverschiebung der Welle beim Durchlaufen (hin

und zurtick) der dielektrischen Schicht. Als Kreiswellenzahl k muss somit die des

Dielektrikums gewahlt werden,

efjk 2t

K=w,/us 6, = 209,58i.
' m

Wie in der entsprechenden Ubungsaufgabe l&sst sich durch Ausnutzung der
geometrischen Reihenformel der Ausdruck umformen zu:

= —jk2t
Tew+tEete o Teow tep € :
—jkat —jk2ty2
[ 1+([E,DL '[E,DM ‘€ )+ ([E,DL '[E,DM ‘€ ) +.. ]
1

1_[E,DL ‘[E,DM

[rm

E, =

e

-E . =B . . Lp ikt
=E, [E,LD"‘Ee IE,LD I'e pm IE,DL € oIkt

_ , 1
— —jk2t
= Ee ‘| Yeo +IE,LD “T'epm 'IE,DL ‘€ ' 1 “jkat
—lepL Tepm '€

Hierbei wurde ausgeniitzt, dass [Fe o - Fepw <€ %[ <List.

Einsetzen ergibt:

[

= {—1 + 2. (—-0.9995+ j-5,084-10) 4 g 1041910
3 3 3

[T

e

-1
-(1—%-(—0.9995+ j-5,084-10) -e-J'O'“glﬁj }

= —0,9773+ j-0,2105




d) Das magnetische Feld der reflektierten Welle l&sst sich analog zum elektrischen
Fall in Aufgabenteil ¢ berechnen:

R & A —jkat
ﬂr_ﬂe'EH,LD+ﬂe'IH,LD'[H,DM'EH,DL'e ’

[ 1+ (o Thoom ‘e_jk2t) +(ry o Thoom 'e_ijt)z t+.. ]

A - . 1
— —jk2t
_ﬂe'EH,LD+Ee'EH,LD‘£H,DM "_:H,DL’e ’ Tikat

1_[H,DL Thom €

n - 1
— —jk2t
=H | Tyw+tio Thow tho € 1 “jkat

~IypoL Phpw €

Mit den Ersetzungen:
Nyio=-Te1,=reg, UN =141y =141 =t »

folgt:

-jket 1

|:| :ﬁ : _rELD_tELD'rEDM'tEDL'e i
- - - - - 1_[E,DL'[E,DM 'eijkm

Der Ausdruck in der Klammer ist bis auf das VVorzeichen identisch zum dem aus
Aufgabenteil ¢ und damit folgt:

A

Sr =0,9773-j-0,2105

—€

Anmerkung:

Dies kann auch direkt aus der Verkoppelung elektrischer und magnetischer
Felder tber die Wellenimpedanz und der Laufrichtung der reflektierten Welle
geschlossen werden.



Lésung zur 4. Aufgabe

a) Da beide Wellen im VVakuum mit gleicher Frequenz in die gleiche Richtung
laufen, sind die Wellenzahlvektoren identisch. Fur beide ergibt sich:

COS
ki=ke=k=w@-\1p5,-| O
sina

mit w = 2mf,. Unter Verwendung dieses Wellenzahlvektors lassen sich die
elektrischen Felder E; und E, wie folgt als Phasoren darstellen:

—sina 0
El — EO . ej((ut—k~r) . 0 und EZ — EO 'ej(a)t—k~r+7r/4) . _1
COS & 0

b) Dadie beiden Uberlagerten ebenen Wellen den gleichen Wellenzahlvektor
aufweisen, ergibt sich aus der Uberlagerung wiederum eine ebene Welle mit
gleicher Ausbreitungsrichtung und gleicher Frequenz. Elektrisches und
magnetisches Feld stehen weiterhin senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Die
uberlagerte Welle ist

elliptisch polarisiert

da die beiden Teilwellen eine Phasendifferenz von /4 aufweisen (sich also
weder eine lineare noch eine zirkulare Polarisation ergibt).

c)  Unter Ausniitzung der Wellenimpedanz des Vakuums I, =4/, / &, und der

Tatsache, dass magnetisches und elektrisches Feld stets senkrecht aufeinander
und jeweils zur Ausbreitungsrichtung stehen, lasst sich ableiten:

0 sina
H E, | gitetkn) | _q | gitetkrezia) 0

o Tl :

—COSx

d) Der komplexe Poynting-Vektor ist hier:



Beim Ausfuhren des Kreuzproduktes fallen die Mischterme 12 und 21 weg, da
die entsprechenden Feldrichtungen parallel bzw. antiparallel sind. Es bleibt:

§ =2 (EcxH, +E,<H, )

Beide Anteile des Poynting-Vektors zeigen (natdrlich) in die Ausbreitungs-
richtung. Es folgt dann einfach:

cos o cosa
- 1 Ej E(f Eg
§=§. / + / . :—/. 0
\//Uo &y \//Uo &y sina Hyl &y sin
Anmerkung:

Die Divergenz des Poynting-Vektors ist null, es wird keine Leistung dissipiert.

Im Zeitbereich l&sst sich die Uberlagerte Welle darstellen als:

—Sina 0
E,..(t) = E (1) + E,(t) = E,-cos(wt—kr)-| 0 |+E,-cos(wt—kr+x/4)-| -1
cos o 0

Bilden des Betragsquadrats und Auswertung nur im Ursprung des Koordinaten-
systems (so dass der Anteil k7 zu 0 wird) liefert:

‘Eges (t)‘ = E, -1/c0oS’ (et) + COS® (et + 7/ 4)

Skizze (war nicht verlangt):

/Eol

»

ges

E

* t/T,
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1. Aufgabe

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a)
b)
c)
d)

e)
f)

Wie lauten die Maxwellschen Gleichungen in differentieller Form?
Wie lautet die Helmholtz-Gleichung fir die elektrische Feldstarke?
Wie lautet die Formel fir den komplexen Poynting-Vektor?

Wie grol} ist der Strahlungswiderstand eine Hertzschen Dipols in Ohm
(+/- 5 %), dessen L&nge 1/10 der abgestrahlten Wellenldnge betrégt?

Erklaren Sie in Worten, warum der Taghimmel blau erscheint!

Wie grof3 ist die innere (interne) Induktivitdt pro cm (+/- 5 %) eines
gleichmaliig von Strom durchflossenen, runden Leiters ?




Vor- und Zuname: Matrikel-Nr.:

2. Aufgabe

Betrachtet wird eine elektrisch leitende, rotierende Kreisscheibe in einem inhomo-
genen Magnetfeld (siehe Skizze, ¢ hierbei ein konstanter Parameter mit der Einheit
m). Die Winkelgeschwindigkeit betrage w, der Innenradius sei a,und der AulRenradius
sei a, = 2a,. Die Leitfahigkeit der Scheibe betrage o, und die Dicke betrage h.

a,
D S—
i a1i
e Y )
B=——2-(r-a)-(r-a) €,
(B, >0)

1

¥

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Berechnen Sie die induzierte elektrische Feldstarke in der Kreisscheibe als
Funktion der gegebenen Parameter! Wie ist sie gerichtet? Bei welchem r liegt
ihr Maximum?

b) Skizzieren Sie das magnetische Feld und das induzierte elektrische Feld tber
dem Querschnitt der Kreisscheibe als Funktion des Abstandes r von der Achse!

¢) Welche Spannung Uinq zwischen innerem und duflerem Rand folgt aus dem
induzierten elektrischen Feld?

d) Berechnen Sie den Gleichstromwiderstand R der Kreisscheibe zwischen
innerem und &uBerem Rand!

e) Im Folgenden sei der innere Rand mit dem dufReren Rand Gber einen duf3eren,
einstellbaren Verbraucherwiderstand R, leitend verbunden. Welche maximale
Leistung P, kann in dem Verbraucher umgesetzt werden (w = konstant)?




3. Aufgabe
Eine ebene elektromagnetische Welle trifft senkrecht auf eine dielektrische Wand mit

endlicher Dicke und wird teilweise reflektiert bzw. teilweise transmittiert wie in der
folgenden Abbildung gezeigt. Es gelten die folgenden Werte: &, = 6; t = 2,5 um.

Luft Dielektrikum Luft

Einfallende Transmittierte
Welle Welle
Reflektierte
Welle

£E=¢ €=¢&
K= Ho K= Ho
k=0 k=20

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Berechnen Sie in Zahlenwerten die Reflexions- und Transmissionsfaktoren fur
das elektrische Feld an den Ubergéangen Luft — Dielektrikum und Dielektrikum
— Luft unter der Annahme, dass die beiden betrachteten Materialien jeweils
den unendlichen Halbraum auf ihrer Seite des Ubergangs ganz ausfiillen!

Im Folgenden soll die gesamte Anordnung aus Luft, Dielektrikum und Luft betrachtet
werden.

b) Bestimmen Sie die komplexe Amplitude der elektrischen Feldstarke £, der
transmittierten Welle in Abhangigkeit der Amplitude der einfallenden Welle E,
unter Einbeziehung der Mehrfachreflexion an den Grenzschichten | und I1!

c) Berechnen Sie jeweils in Zahlenwerten die ersten zwei Frequenzen (> 0 Hz), flr
die der Betrag der Amplitude des durchtretenden elektrischen Feldes minimal
bzw. maximal ist!



4. Aufgabe

Betrachtet werden zwei parallele, ideal leitfahige Platten (eine bei z = 0, die andere bei
z = d), zwischen denen ein elektromagnetisches Feld in x-Richtung propagiert (siehe
Skizze). Im Zwischenraum der Leiterplatten liegt ein Medium mit &, > 1 vor. Die
Leiterplatten seien in x- und y-Richtung unendlich ausgedehnt.

N J

\ y
K —> o0

Gegeben ist folgendes magnetische Feld zwischen den Leiterplatten (kartesische
Koordinaten, A, und B, konstante Parameter, m ganzzahlig):

—j/B-(A, cos(mzz/d)— B, sin(mz z/d))

jd_(mz C , al(@-)
ﬂy ﬂzmﬂ'((derﬂJAm °

a4 (A, sin(mz z/d)+ B, cos(mz z/d))
mz

| T,
Il
Il

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des magnetischen Feldes das elektrische Feld Eder
Welle!

b) Wie lauten die Randbedingungen fir das elektrische Feld an den Leiterplatten?
Bestimmen Sie durch Anpassen dieser Randbedingungen die Parameter A, und
B flir m > 0. Hierbei soll angenommen werden, dass das elektrische Feld in
keiner Komponente eine Nullstelle besitzt und der Betrag des elektrischen

Feldes bei z=d/2 den Wert Eq annimmt.

c) Bestimmen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse die Oberflachen-
ladungsdichte und die zweidimensionale Stromdichte (Oberflachenstromdichte)
auf der unteren Leiterplatte!
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Losung zur 1. Aufgabe

a)

b)

d)

d)

Maxwell-Gleichungen in differentieller Form:

ot E=-2 ot A = J+2 divD = p divB = 0
ot ot
Helmholtzgleichung: AE+K2 -EzO (k = Wellenzahl)
Komplexer Poynting-Vektor: S:%-éxﬁ

Strahlungswiderstand eines Hertzschen Dipols (im Vakuum) =~789Q-(1/ 1)°.
Hier 1/4=1/10, deshalb folgen ~7,89Q2.

Der Taghimmel erscheint hell, weil das (weifl3e) Sonnenlicht an den Molekdilen
der Atmosphére gestreut wird. Die Molekiile sind typischerweise klein gegen die
Wellenlange des sichtbaren Lichtes und verhalten sich in erster Naherung wie
Hertzsche Dipole. Diese strahlen umso effektiver, je kleiner die Wellenl&nge ist
(siehe Teilaufgabe e). Deshalb wird blau starker gestreut als rot, was die Farbe
erklart.

Innere (interne) Gleichstrominduktivitat eines runden Leiters pro Lange:

M:0,5.10*7ﬂ:5ﬂ (1, =1)
8x m cm




Lésung zur 2. Aufgabe

=V xB, wobei die
Geschwindigkeit durch die Winkelgeschwindigkeit mit ¥ = wréy und das
magnetische Feld durch die Aufgabe gegeben ist. Es folgt:

a) Das induzierte elektrische Feld berechnet sich durch E,

~ — B, r _
Eind: EZO '(r_al)'(r_az)'er

Daa, <r < a, qilt,

zeigt das elektrische Feld radial nach aul3en.

Sein Maximum fur a; < r < a,, erhalt man durch Nullsetzen der ersten
Ableitung seines Betrages:

OB,y —aBr

~ - -(3r*—2a,r —2ar+aa,) =0

Mit a, = 2a, folgt die quadratische Gleichung bzw. die L6sung im Definitions-
bereich von r zu:

3r’—6ar+2a’=0 — r=(1+%j~a1

Auf den Nachweis des Maximums kann verzichtet werden (Anschauung).

b)  Skizzen:

c) Die Spannung zum induzierten elektrischen Feld folgt aus (Zylinderkoordinaten):



d)

23y

IEmdd = E Ir (r—a,)-(r—2a)dr

2a, 2a

:—Bzoa) 3a,r’+2a’r) dr = E’w Br‘l—air%rafrz}
B 1 B
1) { a' —8a/ +4a; — ( a'—a'+ alﬂ : a)gga1

Der Gleichstromwiderstand kann aus dem Ansatz fir ein infinitesimal kurzes
Widerstandselement dR = —— berechnet werden, wobei die Flache A von der
Lange [ abhangt. Fir ein Krelsschelbensegment lautet dies:

1 dr
o 27zrh

Die gesamte Kreisscheibe kann als Reihenschaltung dieser Elemente aufgefasst
werden. Damit lautet der Gesamtwiderstand:

R = 1 fldr [in(r )]Za1 _In(2a,/4a,) _In(2)

2rooh 1 27[0'0 27o,h 27o,h

Alternativ kann man z.B. mit der Formel fiir die Kapazitét eines Zylinder-
kondensators starten C =2z;h/In(a,/a,) und tber RC =¢,/o, gehen.

Die maximale Leistung im Verbraucherwiderstand kann umgesetzt werden, wenn
R = Ry (Leistungsanpassung). Es gilt dann:

U2 (1 aBaY (Baogh)_1 w’Bial oyh
AR |4 12 n@ ) 2 ¢ @




Lésung zur 3. Aufgabe

a) Die Formeln fir Reflexions- und Transmissionsfaktoren des elektrischen Feldes
bei senkrechtem Einfall vom Medium 1 ins Medium 2 lauten (siehe z.B. Skript):

- 2r
P und tg,=l+rg,=—"%
~E12 1:2 +1:1 -E,12 ~E12 1:2 +1:1

mit;

jou

r= |
K+ Joe

Die gegebenen Materialparameter fuhren auf die folgenden Wellenimpedanzen:

r,=r, =" 3770 r,=I,= % -1538 0
& £,.&

Daraus folgt fir den Ubergang Luft — Dielektrikum:

re.o =-0,4202 te . =0,5798

Und fir den Ubergang Dielektrikum — Luft:

reo =0,4202 te o =14202

b) Die Amplitude des elektrischen Feldes der gesamten transmittierten Welle ergibt
sich durch Addition aller transmittierten Teilwellen unter Berticksichtigung der
Vielfachreflexionen (siehe z.B. Ubungsaufgabe):

-kt E 2 —jk3t
'tE,LD'tE,DL'e +Ee'!E,LD'!E,DL'£E,DL'e

= 4 — jk5t = 6 —jk7t
+E.teoteo Teo© 7 +Ec-teipten " Fep "€+

=E ‘teolenL el '[1+[2E,DL ey ([ZE,DL 'e_ijt)z + ([ZE,DL 'e_jk2t)3 +]

e =

~ . 1
:Ee 'JEE,LD "EE,DL 'e_Jkt |: :|

7 —
1_[E,DL ‘€ Jezt

Der Exponentialterm e ™" beriicksichtigt hierbei die Phasenverschiebung der
Welle beim n-maligen Durchlaufen des Dielektrikums. Die Summe wurde hier
mit der Formel fir eine unendliche geometrische Reihe zusammengefasst.



c) Der Betrag des durchtretenden elektrischen Feldes lautet:

_ , 1
. . ek,
vEe !E,LD !E,DL ‘e ‘ ‘1—[’2 'e_jk2t

=konst —EDL

El=

Die Minima und Maxima lassen sich Uber die Extrema des Nenners bestimmen:

1-r? ek

—ED

- ‘(1_£25,DL cos(—2kt))+ ] '(—Ei,m 5in(_2kt)]

= \/(1—EZEDL COS(2kt))2 +[‘;DL sin?(2kt)

= \/1— 2r® cos(2kt)+r? cos?(2kt)+r? sin®(2kt)

= \/1— 2r® cos(2kt)+r?

=min/ max !

Oder:
1-2-r’ -cos(2kt)+r’ ~=min/max !

g(k)

Hierbei ist k = @/v,, =24 \/&, Ic,. Bilden der Ableitung liefert:

o0 _,

2 .
-r°  -t-sin(2kt
ak — E,DL ( )

Daraus folgt, dass lokale Extrema (Nullstellen der Ableitung) fur folgende k-
Werte auftreten:

k=n-z/2t, n=(0),123,...

Durch bilden der zweiten Ableitung erhdlt man die Minima und Maxima

2
68?((2k) —4.r?_ -t2-cos(2kt)

Minima des Nenners (Maxima des Feldes) fur cos(nz) >0, n=(0),2,4,...
Maxima des Nenners (Minima des Feldes) fir cos(nz) <0, n=135,...

Die Frequenzen sind folglich:

Minima fir: ~ f =n.v,, /4t=12,24 THz, 36,72 THz, ...
Maxima far:  f =n.v,, /4t=24,48 THz, 48,96 THz, ...




Lésung zur 4. Aufgabe

Das elektrische Feld l&sst sich Gber die Maxwellsche Rotationsgleichung

a)
bestimmen:

m

VxH = = joe,¢, -E

2|3,

Hier gilt auf Grund der Aufgabenstellung:

zj = aﬂy aHx
+ey. _

- oH
vxtizg, | Pl (2 O,
oy 0z 0z OX OX oy
=0

Es verbleibt:
8:_Zx _ %(Am sin(mz z/d) + B, cos(mz Z/d))-ej(wt*ﬁx)
8ﬂy _ d ) (mﬂ'jz_'_ﬂZ 'An'ej(wt_ﬁx)
6aﬂz =—j fd -(A, sin(mz z/d) + B, cos(mz z/d))- el
X mrz

Damit lautet das elektrische Feld:

Im
[
o

-(A, sin(mz z/d) + B, cos(mz z/d))-e

A5

Ey = . .
we,E, pmrx d
E — -] _ d . (mﬂjz+ﬂz .An.ej(wtfﬁx)
' wee, pmrx d

b) Die Randbedingungen an den ideal leitfahigen Leiterplatten ist das
Verschwinden der tangentialen elektrischen Feldstarke:

E,(z=0)=0 und E,(z=d)=0



Daraus folgt:

(V9]
Il
o

Die Forderung, dass das elektrische Feld keine Nullstelle besitzt, fiihrt zu m=1,
bzw.:

An;tlzo

Zur Bestimmung von A; wird der Betrag des elektrischen Feldes

- JE.f +[E,[ + ]

bei z=d/2gebildet (— sin=1). Unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse::

=0 [eloEl= (2] |
= T wee, pro\\d

Es folgt:

EO
E|=v2-K-A=E, bzw. AFT?

Die Oberflachenladungsdichte auf der unteren Platte kann durch berechnet
werden nach c=1-D=A-g.¢, - E, wobei die Normale in den Zwischenraum
zeigt (positive z-Richtung). Unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse:

. && By iiwe
Q-:(C;Ongl,'EZ(ZZO):—J.M,EJ(“)t PX)

VJ2

Die Oberflachenstromdichte auf der unteren Platte kann durch C =AxH

berechnet werden (Normale in positive z-Richtung). Unter Verwendung der
bisherigen Ergebnisse:

id ((2)

H p'n [(dj +ﬁ}

< _ _ J j(t-p0)
C=| H |=——.20. 2. d :
C _0 F; cos(z z/d) e

0
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1. Aufgabe

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Wie lauten die Maxwellschen Gleichungen in differentieller Form fur komplexe
Feldamplituden?

b) Nennen Sie mindestens finf Eigenschaften ebener elektromagnetischer Wellen!

c) Wie lautet der Reflexionskoeffizient (Formel) flr das elektrische Feld in Form
ebener Wellen bei senkrechtem Einfall auf eine ebene Grenzflache zwischen
zwei Medien mit den jeweiligen Wellenwiderstanden n; und n, (Einfall aus
Medium 1)?

d) Wie berechnet sich die Wellenzahl (Kreiswellenzahl) fir ein verlustloses, nicht
leitfahiges Medium aus seinen Eigenschaften (Formel)?

e) Wie groB ist der Feldwellenwiderstand des Vakuums #q in Ohm (+/- 5 %)?

f) Erklaren Sie in Worten, wie die Farben des Regenbogens zustande kommen!




2. Aufgabe

Zwei lange, parallel angeordnete Drahte mit Durchmesser d im Achsenabstand a sind
Uber einen Anschlussdraht mit vernachlassigbar kleinem Durchmesser mit einer
Gleichstromquelle verbunden. Der Stromkreis wird durch einen aufliegenden
Drahtbigel mit ebenfalls vernachlassigbar kleinem Durchmesser geschlossen. Alle
Dréhte seien elektrisch perfekt leitend (kein Widerstand):

Dﬁahtl
-x- y: a
Drahtbtigel
[ l - Y a
0 | X
Y -!- y:O

Fir die folgenden Aufgaben bzw. Fragen berticksichtigen Sie als Ursache fiir
Magnetfelder nur die Strome in den langen, parallelen Drahte 1 und 2 und vernach-
l&ssigen Sie die Ausdehnung der Stromquelle. Es gelte x =1 im gesamten Raum.

a) Berechnen Sie das durch den Strom I, erzeugte magnetische Feld H(x y) in

der von der Leiterschleife umschlossenen Flache an unter der Annahme, dass
die Dréhte 1 und 2 als unendlich lang angesehen werden kénnen!

b) Berechnen Sie den diese Fl&dche durchsetzenden magnetischen Fluss!

c) Berechnen Sie die auf den Drahtbuigel wirkende Kraft F . Gehen Sie zur
Vereinfachung der Rechnung davon aus, dass sich das in Aufgabenteil a
berechnete Magnetfeld unverandert am Ort Drahtbuigels fortsetzt.

d) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir den Drahtblgel (Masse m) auf und
geben Sie den Ort des Drahtbugels in Abhangigkeit von der Zeit in der Form
x(t) an (zur Zeit t = 0 sei x = b)!

e) Welche Spannung uiq(t) wird durch die Bewegung des Drahtbdigels in die
Leiterschleife induziert?

f) Berechnen Sie die elektrische Leistung p(t) in der Stromquelle in Abhdngigkeit
von der Zeit! Wird die Leistung von der Stromquelle abgegeben oder
aufgenommen?



3. Aufgabe

Ein unendlich breites Leiterband aus Kupfer (K=57S'—”;,ﬂ, —1) der Dicke a =2 mm
mm

flhrt einen Gleichstrom in z-Richtung. Der Strom hat eine Amplitude pro Einheits-

breite von: I—b= 200A mith=1m.
b m
y
X
V4
9z m'r'r']“" ___________________________________ y=0 N =50 m
A | A/I .

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben bzw. Fragen:

a) Berechnen Sie das Magnetfeld innerhalb des Leiterbandes als Funktion des
Ortes! Welcher Betrag ergibt sich am unteren bzw. oberen Rand?

b) Berechnen Sie fiir einen Leiterbandabschnitt der Breite b die innere (interne)

Induktivitat pro Lange % und den Widerstand pro Lénge%!

Im Folgenden liege ein Wechselstrom mit der Frequenz f = 100 MHz und derselben

Amplitude pro Einheitsbreite vor. Der Nullphasenwinkel des Stromes sei null Grad.

c) Berechnen Sie in einer geeigneten N&herung die komplexe Amplitude des
Magnetfeldes innerhalb des Leiterbandes als Funktion des Ortes! Welcher
Betrag ergibt sich am unteren bzw. oberen Rand?

d) Berechnen Sie in einer geeigneten N&herung flr einen Leiterbandabschnitt der

Breite b die innere (interne) Induktivitat pro Lange % und den Widerstand pro

Lange % !



4. Aufgabe

Eine ebene elektromagnetische Welle mit der Frequenz f = 1 GHz breitet sich in einem
verlustfreien, nicht leitfahigen Medium mit &, = 4 und p, = 1 in der xy-Ebene mit einem
Winkel von a. zwischen null und 90 Grad zur x-Achse aus (siehe Skizze). Die dazu-
gehdrige komplexe Amplitude der elektrischen Feldstarke lautet (E. sei rein reell):

R sin(er,)
E(F)=E, -exp(-j -k, T)-| cos(e,)
j

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben bzw. Fragen:

a) Welche Polarisation der Welle liegt hier vor?
b) Geben Sie den Wellenzahlvektor nach Betrag und Richtung an!
c) Bestimmen Sie die komplexe Amplitude des Magnetfeldes!

d) Bestimmen Sie den komplexen Poynting-Vektor!
Es sei im Folgenden E. =10 V/m. Die Welle trifft nun unter dem Winkel o, = 30°auf

eine Grenzflache wie unten dargestellt und wird teilweise gebrochen bzw. reflektiert.
Das angrenzende Medium besitzt eine Wellenimpedanz von 100 Q und habe p, = 1.

2 vy 77, =1000

e) Geben Sie in Zahlenwerten die komplexe Amplitude der elektrischen
Feldstéarke der reflektierten Welle vollstandig an (Wellenzahlvektor und
orstunabhéngiger Anteil)!
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Losung zur 1. Aufgabe

a)

b)

Maxwell-Gleichungen in differentieller Form fiir komplexe Feldamplituden:

ivD = 5 divB = 0

[m>
|34>
=
(@]
—+
| T
I
[ay>
+
)
o]}
o
<

rtE = - jo-

Eigenschaften ebener elektromagnetischer Wellen (fiinf verlangt):

- Losung der Maxwell-Gleichungen,

- Losung der Wellengleichung,

- Orte gleicher Phase (Wellenfronten) sind Ebenen im Raum,

- Ausbreitung erfolgt senkrecht zu den Wellenfronten,

- elektrisches Feld und magnetisches Feld stehen senkrecht aufeinander,

- elektrisches und magnetisches Feld stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung,
- elektrisches und magnetisches Feld sind tuber die Wellenimpedanz verkniipft,

- bewirken einen Energietransport (Leistungsfluss) in Ausbreitungsrichtung.

n,—1,
e =

n,*n,
k = a)\/ ILlOILlrgOgr
1, ~ 376,730

Regenbogen entstehen durch Brechung und interne Reflexion des Sonnenlichtes
an Regentropfen in der Atmosphére. Die die dabei auftretenden Farben sind ein
nattrlicher Teil des Spektrums des Sonnenlichtes. Sie werden durch den Effekt
der von der Wellenlédnge abh&ngigen Brechung rdumlich sichtbar: Fir
verschiedene Wellenlédngen (Frequenzen) weist Wasser leicht unterschiedliche
Brechungsindizes auf, was unterschiedle Eintritts- und Austrittswinkel
verursacht.




Lésung zur 2. Aufgabe

a) Das Magnetfeld in der von der Leiterschleife umschlossenen Flache ergibt sich
gemaR Aufgabenstellung aus den Beitrdgen des oberen und unteren Teilstlcks.
Unter der Annahme, dass die Drahte unendlich lang sind, kann dieses aus dem
Ampéreschen Gesetz berechnet werden zu (siehe auch Skript):

—

. . . | l,
H (X, Y) =Hpuanea + Hoeneo = Woy) +E e

b) Der die Leiterschleife durchsetzende magnetische Fluss ergibt sich aus dem
Magnetfeld durch Integration (die Flachennormale wird hier in positive z-

Richtung gewahlt). Fir den Draht 2 ergibt sich:

~ _»bad/Z ﬂlbad/Z
@ZZIUO'J.HDraht—ZdA:.!- _[ ( dedx ;7: _[ (y}dy

A d/2 d/2

_ /Uolob,[|n(y)_|n(;;1—y)]a’d’2 _ Al (In(a—d/2)—In(d/2))
27 2

d/2
—’uolob-ln a—d/2j
2 d/2

Auf Grund der Symmetrie gilt insgesamt (siehe auch Skript):

P=D + D, =2, :”Olob-ln(a;%z)

c) Die auf den Drahtbtigel wirkende Lorentzkraft durch den Draht 2 ergibt sich zu:

_ . a-d/2 I N o |2 a-d/2 1

F =Uu | . dI xH o =l | . (_Ojdze)(:&éx (_]dz

1= Holo _[ praht-2 —Ho'o d'[z 5 oy dJ;Z y
Siehe oben!

2
_ Mol '|n(a_d/2j'éx
27 d/2

Auf Grund der Symmetrie gilt insgesamt:

2 J—
E —F+F —2.F =l -|n[ad72/2)éx
T

Die Kraft zeigt wie zu sehen in positive x-Richtung.



d)

f)

Die Lorentzkraft wird zu einer Beschleunigung des Drahtbtigels entlang der x-
Koordinate fiihren (Bewegungsgleichung):

F=F = ”O'Ozl(a_dlzj:m-x
"o d/2

Da der Drahtbuigel zum Zeitpunkt t = 0 an der Position x = b ruht, folgt daraus:

I:L _t2

X(t)=b+=-—
m

N -

Die in die Leiterschleife induzierte Spannung ergibt sich aus der Anderung des
die Schleife durchsetzenden magnetischen Flusses. Einsetzen der gegebenen
Ortsgleichung in das Ergebnis fir den magnetischen Fluss aus Teilaufgabe a
ergibt:

(1) = Holo -|n(a_d/2j-x(t)=“°'° -|n(a‘d/2j-(b+1-i-t2j
T d/2 T d/2 2 m

|nd(t)__cjj;(t)__luoo' (ad(/jzlzj( J

e &m(a_d/zj |O3l
V4 d/2 m

Die induzierte Spannung fallt entgegengesetzt zur Stromrichtung ab. Dies ergibt
sich sowohl aus der Rechnung (unter Beriicksichtigung der in Teilaufgabe a)
implizit definierten Fldchennormalen) als auch aus der physikalischen
Anschauung (die induzierte Spannung muss ihrer Ursache entgegenwirken).

Daraus:

Aufgrund der entgegengesetzten Richtungen wird die elektrische Leistung

O e [

von der Stromquelle abgegeben. Unter den getroffenen Annahmen ist die vom
Drahtbuigel aufgenommene mechanische Leistung mit dieser identisch.




Lésung zur 3. Aufgabe

a)

b)

Im Gleichstromfall ergibt sich eine konstante Stromverteilung tber die Quer-
schnittsflache des Leiters in z-Richtung:

b _100 ¥4

J(xy,2)=J -& mit J,=-2
(y) 0 z 0 ab m

Das magnetische Feld hat gemaR Rechter-Hand-Regel nur eine x-Komponente.
Zur Berechnung kann das Ampéresche Gesetz verwendet werden:

fH-ds=[[J-dn = a2 ) ﬁ

0 b =
[H(y)-dx+ [H, (=y) - dx=J, - 2y al2 —
b 0

(die Seitenteile tragen aus Symmetriegriinden nicht zum Wegintegral bei). Aus
Symmetriegriinden gilt H,(-y)=-H,(y) und damit:

b
~2-[H,(y)-dx=-2b-H,(y) = J, - 2by
0

|
= Hx(y)=—Jo-y=—a—E)-y (y|<al2)

An den Randern ergibt sich also (a = 2 mm):

Iy
2b

=100

H (y=+a/2)=J,- A
m

N | @

Fir den normierten Widerstand eines Leiterbandabschnitts ergibt sich:

%:—1 —g772 12

x-ab m

Die interne Induktivitat pro Lange wird am einfachsten tber die magnetische
Energie berechnet. Fir die Breite b und eine Lange | ergibt sich:



Wy =2 {7 . fav :E_Mb.('_b)z. Tyzdy
mo2 X 2 ab

Leiter
{y_T’Z 1o 2a

Loah
==l —5.
2 a’b 3],

Aus dem Ansatz:

folgt flr einen Leiterbandabschnitt der Breite b die innere Induktivitat pro Lange:

L, .
boi _ M 8_5094PH
| 12 b m

c) Durch den Skineffekt féllt die Stromdichte exponentiell vom Leiterrand her in
das Innere hinein ab. Aus dem Skript oder aus den Folien zur Vorlesung kann

man entnehmen (exakt):

1+ j
- R | COSh(d -y]
Jxy,2)=J,(y)-€& mit J(y=r>—(@U+))—F—+<
2-b-d, . (1+] aJ

sinh r -E

S

Uber VxE =—jou-H und J =«-E folgt die magnetische Feldstérke (nur x-
Komponente ungleich null) zu:

. —J, (V=]
- = 2.b | d
joxu oy oK . Sinh(l

H,(y)=

(14
» sinh -y
1 0 = 10y (1+) (ds J
+ ]

sinh leJ-y sinh 1+J-y
10, L. d, l, d,
=joo2i — =5 : (y|<ar2)
2 2:b . (1+] a 2:b . 1+ a
sinh = sinh =
d, 2 d, 2

An den Réndern ergibt sich also wie vorhin (bzw. zu erwarten):

. (y =+a/2) z% 100 %




d)

Anmerkung:

Fur eine Frequenz von 100 MHz liegt starker Skineffekt vor, wie sich durch
Berechnung der Eindringtiefe leicht Uberprifen lasst:

d. = |2 —6,666 um << 2 =1 mm
UK 2

Man kdnnte somit gendhert annehmen, dass sich eine Stromdichteverteilung wie
im halbunendlichen Raum ergibt (jeweils vom unteren bzw. oberen Rand aus
betrachtet). Im Folgenden sei s der Abstand von einem Rand — es gilt dann (siehe

Folien):
- 1+ |1 1+ ] 1+ ]
lz(Y)zd—J'z—E'EXP(— q J-SJ:QO-exp(— q J'Sj

S S

Der Faktor %2 ergibt sich aus der Tatsache, dass das Leiterband gesamt den Strom
I, /b flhrt. Die Feldstarke an der Oberflache ergibt sich dann tber (siehe z.B.

Folien):

d, 3,

H |= .
|_°| 1+ —

— 2 |, (y=2a/2)

Die interne Induktivitat und der Widerstand pro L&nge ergeben sich am
einfachsten aus der Impedanz pro Lénge. Aus dem Skript oder aus den Folien zur
Vorlesung kann man entnehmen (exakt):

leéz (]-;J)COth(l—i_—JEj
| 2. S d, 2

S

Genéhert fir starken Skineffekt (Begriindung siehe oben):

-~ )
- 2-x-b-d
Daraus:

~*=Relz]-1315 L =R




Lésung zur 4. Aufgabe

a) Man kann sich die Welle zusammengesetzt denken aus einer linear polarisierten
Welle mit Feldstarkevektor in der xy-Ebene und einer linear polarisierten Welle
mit Feldstarkevektor senkrecht zur xy-Ebene (parallel zur z-Achse):

X sin(er,) 0
E(F)=E,-exp(-j-k,-F)-|| cos(e,) |+| O
0 J
Beide zeigen haben denselben Betrag, weisen aber eine 90°-Phasenverschiebung
auf. Somit findet man eine:
zirkulare Polarisation.
b)

Der Betrag des Wellenzahlvektors in einem verlustfreien und nicht leitfahigem
Medium berechnet sich zu

27-10°

= omt=4192m
2,998-10 —

I’ I’

Dabei ist ¢y die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum (exakt = 299 792 458 m/s)

Die Richtung des Wellenzahlvektors ergibt sich aus den Winkelfunktionen des
Einfallswinkels a:

cos(e,)
k., =k, -| —sin(a,) |=k, -8
0

Anmerkung: Die Wellenlénge ist ; = 271k, =0,1499 m.

c) Das Magnetfeld l&sst sich z.B. bestimmen uber:

EyE

|Il>
Il

r .

ﬂo:ur 770

[ |-
rml'
X
(M
Il

n ist hierbei die Wellenimpedanz des Mediums und 7, die des freien Raumes

Einsetzen ergibt:



d)

cos(a,) sin(er,)

A=2E, ep(-jK F)|—sin(a,) x| cos(at,)
o 0 i
J
) — Jsin(e,)
== .E,-exp(-j-k, -F)-| — jeos(e,)
o 1

Der komplexe Poynting-Vektor ergibt sich aus dem Kreuzprodukt:

sin(e,)) (- jsin(e,)Y
*:E-E —E, | cos(a,) | x| — jeos(a,)
J 1
sin(a, )} jsin(a,) , [ 2-cos(ex,)

[0y
Il

N |~
M
T

X

2
=—e cos(a) X Jcos(a) =—.| -2-sin(e,)
o o 0
2
=2.—2%.§ =—*%
o n

M|
=~

Der Poynting-Vektor zeigt in Richtung des Wellenzahlvektors. Wie in
Teilaufgabe c ist r hierbei die Wellenimpedanz des Mediums und 7, die des

freien Raumes.

Zur vollstandigen Berechnung der reflektierten elektrischen Welle werden
sowohl deren Ausbreitungsrichtung und —geschwindigkeit (Wellenzahlvektor)
als auch der ortsunabhéngige Anteile der komplexen Amplitude benétigt. Flr den
Betrag des Wellenzahlvektors gilt:

<=l

2.9 _a192m™
c, ——

Aus dem Reflexionsgesetz (Einfallswinkel = Ausfallswinkel, a, = a, = 30°) folgt:

—cos(e,) ~/3/2
k =k, -| —sin(a,) |=k, -| —1/2
0 0

Die x-Komponente des Wellenzahlvektors wechselt das VVorzeichen.



Fir die Berechnung des ortsunabhéngigen Teils der komplexen Amplitude der
reflektierten Welle werden die Fresnelschen Gleichungen verwendet. Zuvor muss
jedoch der Durchtrittswinkel aus dem Brechungsgesetz bestimmt werden. Wegen
allgemein k = u,.0/n und g =1in beiden Medien lautet dieses hier:

sin(ae)zsin(ad) mit o, = 1, _376,73Q

A m, ' \/5—r

Mit sin(ae) = 0,5 ergibt sich:

=18837Q und 7, =100 Q

ay = arcsin(ij =15,39°
2.1,

Zur Anwendung der Fresnelschen Gleichungen mussen die Komponenten gemaf
ihrer Polarisation (Ausrichtung in Bezug auf die Einfallsebene = xy-Ebene)
behandelt werden.

Komponente senkrecht zur Einfallsebene (Fall 1 im Skript):

_17,-c0s(a,) —17, - cos(er;)  100-0,866—188,37-0,9643

ro=r. = =-0,3542
n, -cos(e,) +m, -cos(ery;) 100-0,866+188,37-0,9643
Komponente parallel zur Einfallsebene (Fall 2 im Skript):
f=r, = 1, -cos(a,) —n, -cos(ay) 188,37-0,866-100-0,9643 0.2571

1, -cos(a,) +7, -cos(e,) 188,37-0,866+100-0,9643

Diese Reflexionsfaktoren missen gemal der im Skript vorgegebenen Aus-
richtung der reflektierten Wellen hier angewendet werden. Zundachst gilt fir die
einfallende Welle:

sin(er,) 0,5 5
— V V
E, =E, | cos(e,) |=10 —-| 0,866 |=| 8,66 |—
) m . . m
J J 10
Damit fir die reflektierte Welle:
75 ), [ 024865 ) (12437
E, =|1,-866 |—=| 0,2486-8,66 | —=| 2153 |—

. m . |m _|m
r -10j —0,3543-10j —3,543]
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1. Aufgabe
Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Wie lauten die Maxwellschen Gleichungen in differentieller Form?

b) Wie grol3 ist die innere Induktivitat pro L&nge eines runden, von Gleichstrom
durchflossenen Leiters (Zahlenwert +/- 5 %)?

c) Wie lautet die Formel fir die sogenannte Oberflachenimpedanz eines Korpers
im Fall des starken Skineffektes?

d) Was besagt die Lenz‘sche Regel (in Worten)?
e) Wie lautet die Formel fiir die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum?
f) Gegeben sei ein luftgeflllter Rechteckhohleiter mit den Innenabmessungen

15 cm x 10 cm. Bei welcher kleinsten Frequenz wird eine Mode dieses
Wellenleiters ausbreitungsféhig (Zahlenwert +/- 5%)?




Vor- und Zuname: Matrikel-Nr.:

2. Aufgabe

Gegeben sei der skizzierte kreiszylindrische Plattenkondensator mit Radius R bzw.
Flache A. Der Kondensator sei zundchst energie- und ladungsfrei. Der Raum zwischen
den ideal leitenden Platten sei mit einem Dielektrikum mite, =4 und x, =1 geflllt.

Es gelte R >> h. Rand- und Verzogerungseffekte sind im Folgenden zu
vernachlassigen.

t, =0

o

Zum Zeitpunkt t, =0 wird die angeschlossene Konstantstromquelle mit dem Strom |,

eingeschaltet und der Kondensator geladen. Bearbeiten Sie dazu folgende Aufgaben
bzw. Fragen:

a)

b)

Berechnen Sie die elektrische Flussdichte D(r,t) zwischen den Platten des
Kondensators als Funktion des Ortes und der Zeit (0<r <R, t>0)!

Berechnen Sie die magnetische Feldstarke H(r,t) zwischen den Platten des
Kondensators als Funktion des Ortes und der Zeit (0<r <R, t>0)!

Skizzieren Sie die Betrage von D(r,t) und H(r,t) fur einen Zeitpunkt t, > t,als
Funktion des Abstandes im BereichO<r <R!

Berechnen Sie den Poynting-Vektor S(r,t) im Dielektrikum zwischen den
Platten als Funktion des Ortes und der Zeit (0<r<R, t>0)!

Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf des gesamten Leistungsflusses P in den

Kondensator hinein fiir t >0 unter Verwendung von S ! Vergleichen Sie Ihr
Ergebnis mit der elektrischen Energie fur t > 0im Kondensator!




3. Aufgabe

Entlang einer dielektrischen Grenzflache, welche sich bei z = 0befindet, propagiert in
Luft (Materialparameter , =1und &, =1) oberhalb der Grenzflache (z >0) eine

inhomogene ebene elektromagnetische Welle gemaél; folgender Skizze:

Luft mit x =1

Propagation inhomogener ebener Welle
unde, =1

X

OW 1
:.'.-" Dielektrikum

s 7

Die komplexe Amplitude der elektrischen Feldstérke ist gegeben durch (z>0):

0 10
E,-e |1 mitk=k,-| 0 |, k,=100m™ sowie E,=10V/m.
0 -j5

[m>
Il

Bearbeiten Sie folgenden Aufgaben bzw. Fragen:

a) Inwelche Richtung breitet sich die Welle aus?
b) Bestimmen Sie als Zahlenwert (in Hz) die Frequenz der Welle!

c) Bestimmen Sie als Zahlenwert (in m/s), mit welcher Phasengeschwindigkeit die
Welle in der Ausbreitungsrichtung propagiert!

d) Berechnen Sie den Betrag der komplexen elektrischen Feldstarke und
bestimmen Sie die Orte z>0, wo dieser maximal wird!

e) Berechnen Sie zur vorgegebenen komplexen Amplitude des elektrischen Feldes
die entsprechende des magnetische Feldes!

f) Berechnen Sie den komplexen Poynting-Vektor!

Hinweis: Fir alle Zahlenwerte gentigen vier signifikante Stellen, also z.B. 1,234-10°,
wobei die letzte Ziffer (hier die 4) gerundet sein soll.



4. Aufgabe

Im freien Raum ist die komplexe Amplitude des gesamten magnetischen Fernfeldes
zweier Hertzscher Dipole im Abstand d mit jeweils harmonischer Anregung wie folgt
gegeben (in Kugelkoordinaten):

A(r,0,0) =IT°-e‘j"'r -[cos((p)-ég .gtlksindcospd g +is +sin(¢9)-é¢,]

Hierbei ist I, ein konstanter Strom groRer 0, k die Freiraumwellenzahl und ¢ ein
(reeller) Phasenwert.

Bearbeiten Sie folgenden Aufgaben bzw. Fragen:

a) Beurteilen Sie an Hand des gegebenen Magnetfeldes, welche Polarisation
(zirkular, linear, elliptisch) jeweils in den folgenden Strahlungsrichtungen (¢,9)

mit den angegebenen Werten fir den Abstand d zwischen den Dipolen und den
Phasenverschiebungen der Anregungen ¢ vorliegt! Es sei 1=2xz/k.

1. =0, 0=90°, d=0, £=45°
. =0, 9=90° d=%4,, £=180°
_ _ o _/I . o
. =0, 0=90° d=%), £=-90
— o — o _ﬂ, —
IV.  p=90°, 0=90°, d=%4,, £=0

b) Bestimmen Sie die komplexe Amplitude der zugehdrigen elektrischen
Feldstérke in Fernfeldndherung in Abhangigkeit der gegebenen GroRen!

c) Berechnen Sie den komplexen Poynting-Vektor fiir ¢ =45°,6=45° und d=A4!
Fur welches & wird der Betrag des Poynting-Vektors maximal?
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Losung zur 1. Aufgabe

a)

b)

d)

Maxwell-Gleichungen in differentieller Form:

— —

otE=-2 otA=-3+P divD = p divE = 0
o o

Innere (interne) Gleichstrominduktivitat eines runden Leiters pro Lénge:

M:o,glo*7 E:5ow:5 ﬂ (i, =1
87 m m cm

4 [jou

Oberflachenimpedanz: Zs=
xd K

Die Lenz‘sche Regel macht eine Aussage tber die Richtung (Polaritét) einer
durch Induktion erzeugten elektrischen Spannung. Fur eine Leiterschleife kann
diese wie folgt formuliert werden: Durch eine Anderung des magnetischen
Flusses durch die Leiterschleife wird eine Spannung immer so induziert, dass der
dadurch flieRende Strom ein Magnetfeld erzeugt, welches der urspriinglichen
Anderung des magnetischen Flusses entgegenwirkt.

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum: Co =1/ 1,8,

Die Grenzfrequenz der TEjp-Mode ist f =c,/2a mit a = L&nge der breiten Seite
(hier 15 cm). Somit folgt f ~1 GHz.




Lésung zur 2. Aufgabe

a) Bei Vernachlédssigung von Rand- und Verzogerungseffekten ist die elektrische
Flussdichte lediglich zwischen den Platten ungleich null und gleichzeitig
raumlich konstant. Aus der Stromflussrichtung lasst sich folgern, dass sie in
negative z -Richtung zeigen muss. Der zeitliche Verlauf folgt aus dem
GaulBschen Gesetz angewendet auf z.B. die obere Kondensatorplatte:

—Dz(r,t)-A:Q(t):j‘lo(r)drz I, t

Die Flache der Kondensatorplatte ist hierbei A= 7R*. Somit fir 0<r<R, t>0:

f)(r,t):—%o-t-éz

b)  Die magnetische Feldstdrke umkreist innerhalb der Kondensators die Verschie-
bungsstromdichte D =-1,/A-&,. Sie hat lediglich eine azimutale Komponente.
Unter Ausnutzung der Zylindersymmetrie folgt mit dem Ampéreschen Gesetz:

j'lfl(r,t)-df :THw(r’t)'rdq):zm' H,(r,t) zﬂ 6(r,t)-dA:—|K°.7zr2

Somit fir 0<r<R, t>0:

@D

H(r,t)zﬁ(r):—zl—'(’a\~r-”¢

Die magnetische Feldstarke ist wéhrend des Ladens unabhangig von der Zeit und
waéchst linear mit dem Abstand von der Achse des Kondensators, ganz wie im
Fall eines von Gleichstrom durchflossenen Drahtes.

c) Skizzen fir einen Zeitpunkt t, > t,:
D)
A

1oty l
A |




d) Der Poynting-Vektor im Dielektrikum zwischen den Platten lasst sich mit den
Ergebnissen aus den Teilaufgaben a und b leicht ermitteln. Fir 0<r <R, t>0:

2

= —~ — I I I
S(r,t)=E(r,t)xH(r,t)=| —2—t-€, |x| ——%-r-€, |=——2>—-r-t-§
(0 =EnU>AEY ( £o A j ( 2A 4") 26,6, A2

S(r,t) ist in radialer Richtung in den Kondensator hinein gerichtet — die Energie
fliel3t in den Kondensator hinein. Skizze (nicht verlangt):

/ S (Betrag von Zeit
und Ort abhangig)

® D (uberall gleich stark)




Der gesamte mit dem Poynting-Vektor verknipfte Leistungsfluss in den
Kondensator hinein ist gegeben Gber (t >0):

P(t) = jj S(R,t)-dA =27Rh-& -S(R,t)

Mantelflache

Mit A=7zR* und dem Ergebnis aus Teilaufgabe d folgt (t >0):

2 I,°h
P(t)=2Rh-| -————— R-t |=— -t
2g,6 A Eo& A

Die Leistung flief3t in den Kondensator hinein und ist deshalb negativ. Die
dadurch aufgenommene Energie ist (t >0):

1,%h

&€ A

rdr=—=-—20—.t?

W (t) :jp(r) dr:j—

Fir die Berechnung des zeitlichen Verlaufes der im Kondensator gespeicherten,
elektrischen Energie wird zundchst der Verlauf der elektrischen Energiedichte
ermittelt (t>0):

-~ 2 1 |2
E(t)‘ :?%'tz

1
W, (L) =—=-&,¢,
e() 2 0“r OgrAz

Hieraus (t>0):

W= [[[w®dv :Ah-%.#.tz _1 1'h

Kondensatavolumen 0“r

Dies passt zur Berechnung Gber den Poynting-Vektor (der Kondensator speichert
die ihm zuflieRende elektromagnetische Leistung im elektrischen Feld).

Anmerkung:

Diese Rechnung vernachlassigt die magnetische Energiedichte. Fir t >0:

1 5.2 1,08
A =gt
Moty 81t A

w, (1) =

Diese ist wahrend des Stromflusses konstant. Sie wurde zu Beginn des Strom-
flusses instantan aufgebaut und erscheint deshalb nicht in der Berechnung mittels
des Poynting-Vektors. Wirde die Stromquelle wieder abgetrennt, verschwindet
sie sofort wieder und die Verhéltnisse sind wie aus der Elektrostatik vermutet.



Lésung zur 3. Aufgabe

Wie angegeben handelt es sich um eine inhomogene ebene Welle, d.h. Fronten
gleicher Phase fallen nicht zusammen mit Fronten gleicher Amplitude. Dies ist leicht
zu sehen, wenn man die elektrische Feldstérke ausschreibt:

E- Ey-e e €, =E, N I TS T €,
E e*5 ko-z efj-10~k0-x 'ejwt 'éy
inz-Richung 1) RN
a)  Wegen:
10 10-k,
Re[K]: Relk,| 0 [|=| ©
—J5 0

Breitet sich die Welle in positiver x-Richtung aus.

b) Fir den Wellenzahlvektor muss die Dispersionsrelation (Materialparameter
4 =lundg, =1):

K =10 ky)? +(=-5-ky)? = 75-K? = o400

mit k, =100 m™ gelten. Es folgt:

(oo 1 75k ‘/7_5.c0.k0=1,378-2,998~108m'100i=4’131'101°Hz
2 21 \/go,uo 21 S m o

C) Die Phasengeschwindigkeit in Ausbreitungsrichtung kann z.B. aus der
Betrachtung des komplexen Argumentes der Exponentialfunktion
j(at —10-k, - x) gewonnen werden:

vhx=%: @ =2”'ﬁ"30'k0=o,866.2,998.108m=2,596-1osm.
PPCdt 10-k, 27-10-k, s s

Die inhomogenen Welle breitet sich also langsamer aus als eine vergleichbare
homogene Welle.



d) Der Betrag der komplexen elektrischen Feldstarke lautet (z >0):

Es ist leicht zu erkennen, dass dieser fir z = 0 maximal wird.

e) Die komplexe Amplitude des magnetischen Feldes folgt z.B. aus rotE: -jou, ﬂ

bzw. ﬂ = rOtE/-ja),uO. Fur den Rotationsoperator

oE, OE,
oy oz
%, %, gilt hier OE, OE,_OE, _CE, 0.
oz A oy 0z OX oy
OB, CE,
OX oy
Es folgt:
ﬂx - '1 ._aEy e - 'E(Eo'e_j'mk”'x-e_s'kO‘Z):M,EO,e—jEf
_ JCU,UO oz Ja))uo oz oL
H, =0
ﬂz = .1 -aEy = _1 .£<E0 @110k X .efs.ko_z)zlo'ko .EO -e*jR.r
—jou, ox - jou, O —a),uo

f)  Der komplexe Poynting-Vektor folgt mit den Ergebnissen aus Teilaufgabe e zu:

Lo s g |BHemEH E,H, w 10
SZ—EXH =5 EZ_AX*_EXHZ* =5 0 == Eg'e_lo'ko'z 0
2 2l e Eacl 2lepns] 2w .
Ex_y _Eyﬂx __yﬂx 15

Wie zu sehen ist er rein reell in x-Richtung und rein imagindr in z-Richtung, d.h.
Wirkleistung wird nur in x-Richtung transportiert.



Lésung zur 4. Aufgabe
a) Einsetzen der Strahlungsrichtungen und Dipolabsténde in die Formel fiir das
Magnetfeld
H(r,0,0) Lo g [cos(p)-, -e Hkeintsed . g+i¢ L sin(g)-& |

r

ergibt:
I' E(r,e’(o):ITo-ejk'r(]_.é'g,eﬂ”/“ +1.é¢)
Die Phasenverschiebung zwischen den gleich grofien Komponenten ist

714, die Polarisation damit elliptisch.

A | . . .
ﬂ(r,0,¢)):70~e‘1k'r(l-ég.e”” e/ +1., )
Die Phasenverschiebung zwischen den gleich grofien Komponenten ist

27 bzw. 0, die Polarisation damit linear.

ot | . . .
ﬂ(r’ 0’ ¢) — TO 'e_JkT (1 ég . e+Jﬂ . e—Jﬁ/Z +1 §¢)
Die Phasenverschiebung zwischen den gleich groen Komponenten ist

1.
712, die Polarisation damit zirkular.

H(0,0) =267 (0416,
r
Da es hier nur eine Komponente gibt, ist die Polarisation linear.

b)  Fir ebene Wellen im Freiraum gilt die Formel:
mit Mo =~ Mol &

E(F’t) =T 'E(F!t)Xék
Das vorliegende Magnetfeld besteht aus zwei Anteilen (Komponenten), wobei
jeder auf einen Dipol zuriickgeht. Das Fernfeld eines jeden Dipols verhélt sich
lokal genéhert wie eine ebene Welle, woraus das individuelle elektrische Feld

berechnet werden kann. Nach Uberlagerung ergibt sich mit & =&, :

e [cos(p) 6, & e 1sin(0) 5

I
r

E(I’, 0,0)=n,

Der komplexe Poynting-Vektor ist allgemein gegeben tiber: S :%-

c)



Hier gilt ¢ =45°, 6 =45°und d = 1. Somit:

.e‘j”.e_jé +ié’ :|
J2 J2
E(r,45°,45°) = , -1

To_eJk.r.[_%_}_eqﬁeuﬁ%fa}

()

E (r1450,450) = I_O . e+jk-r |: 1
r

Es ergibt sich also:

= 1z 21 12 [1 1 1 I
S=".ExH ==Z.p..-%.|Z.8 +=.8
= 2 =" 2 770 2 |: 2 r:|

Das Ergebnis hangt nicht von & ab, der Betrag des Poynting-Vektors ist also fir
alle & gleich (maximal).
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1. Aufgabe

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a)

b)

Wie lautet die Formel fiir die durch Bewegung durch ein Magnetfeld induzierte
elektrische Feldstérke in einem Leiterstiick?

Wie lautet die Formel fiir die Skintiefe (Eindringtiefe) eines zeitlich
harmonischen elektromagnetischen Feldes in einem leitfahigen Material?

Fir welchen Frequenzbereich ist die Skineffekt-N&herung giiltig bzw. wie hangt
dieser von den Materialparametern ab (Formel)?

Wie lautet die Formel flr die Phasengeschwindigkeit eines zeitlich
harmonischen elektromagnetischen Feldes in einem verlustlosen Material?

Beschreiben Sie in Worten, was man unter einer Einfallsebene versteht!

Wie lautet die so genannte Fernfeldbedingung (Formel) fir eine elektrisch
kleine Antenne?




Vor - und Zuname Matrikel - Nr.

2. Aufgabe

Ein kreisférmige Leiterschleife mit Radius R rotiert mit einer Winkelgeschwindigkeit
@ um die z-Achse in einem senkrecht zur Drehachse homogenen Magnetfeld wie unten
dargestellt. Zur Zeit t = 0 befindet sich der Kreisring in der xz-Ebene. Der Abstand der
Klemmen ist im Folgenden zu vernachléssigen.

LA
D @
A_\Uind(t)
B=B,¢,
A A
X

Bearbeiten Sie hierzu folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Berechnen Sie die in der Leiterschleife induzierte Spannung uiq(t) als Funktion
der Zeit vorzeichenrichtig (siehe Skizze) tiber den magnetischen Fluss!

b) Bestimmen Sie alternativ die induzierte Spannung ui,q(t) als Funktion der Zeit
vorzeichenrichtig (siehe Skizze) uber:

Upa(t) = [VxB-dl

Ring




3. Aufgabe

Gegeben ist eine ebene elektromagnetische Welle im Vakuum mit der Kreisfrequenz
o = 10" rad/s und einem Realteil des Poynting-Vektors (zeitlich gemittelte Strahlungs-
dichte) von S, = 100 W/m?. Die Welle lauft senkrecht auf die ebene Grenzfliche zu
einem halbunendlichen, muskelahnlichen Material zu und wird reflektiert bzw.
transmittiert:

ff//fffffff
Vakuum Muskelgewebe
: 74
e K= 1 S/m
lfl’ Hr = 1
: X

Berechnen Sie hierzu folgende Groflien als Zahlenwerte mit vier signifikanten Stellen:

b) die Betrdge der komplexen Amplitude der transmittierten elektrischen
Feldstarke und transmittierten magnetischen Feldstéarke bei x = 0,

a) E

e

c) die Betrage der komplexen Amplitude der transmittierten elektrischen
Feldstarke und transmittierten magnetischen Feldstérke bei x = 10 cm,

d) den Betrag des komplexen Poynting-Vektors bei x =0 und x =10 cm,

*

e) die dissipierte Leistungsdichte p :%j E bei x =0und x =10 cm,

f) die gesamte im Muskelgewebe absorbierte Leistung pro Fl&che!



4. Aufgabe

Eine ebene Welle lauft im Vakuum unter dem Einfallswinkel «, auf eine unendlich
grole, ebene, perfekt elektrisch leitende Wand zu und wird reflektiert:

s @

NG

H,
N
K,

[

(Ho>0)

Bearbeiten Sie hierzu folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Geben Sie die Formel flr die gesamte, durch Superposition entstandene
magnetische Feldstéarke ﬂges als Funktion der kartesischen Koordinaten im
Gebiet 1 an!

b) Leiten Sie dazu die Formel firr das gesamte elektrische Feld éges als Funktion
der kartesischen Koordinaten im Gebiet 1 ab!

c¢) Berechnen Sie den zugehdrigen komplexen Poynting-Vektor S als Funktion
der kartesischen Koordinaten im Gebiet 1!

d) Bestimmen Sie die Orte, an denen jeweils die gesamte magnetische bzw. die
elektrische Feldstarke im Gebiet 1 zu null werden!
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Losung zur 1. Aufgabe

a) Induzierte elektrische Feldstarke: E,,=VxB
. 2
b)  Skintiefe: de=
OK Lo,
C) K>>we,e, DZW. w<<ikleg,e,
d) Phasengeschwindigkeit in verlustlosem Material: v, = !

o1
" JEoE ot

e) Unter der Einfallsebene verstent man im Allgemeinen die Ebene, die beim
Einfall einer ebenen Welle auf eine ebene Grenzflache zwischen zwei
verschiedenen Medien sowohl die Flachennormale zur Grenzflache als auch den
Wellenzahlvektor enthalt.

f)  Fernfeldbedingung fur elektrisch kleine Antennen: r>>A oder rk>>1
(r = Abstand von der Antenne)




Losung zur 2. Aufgabe

a)

b)

Im Folgenden sei y = wt der zeitabh&ngige Kreiswinkel zwischen Leiterschleife
und positiver x-Achse. Ansatz tber die zeitliche Veranderung des magnetischen
Flusses unter Beachtung des Vorzeichens von uj,q an den Klemmen (siehe auch

Ubung):

do d )
Uina(t) = T = —a(— B, - 7R? -Cos(l//)): — - B, - 7R? - sin(at)

Fir die Winkelgeschwindigkeit in Vektornotation gilt @=|w|-€,. Fir die

Geschwindigkeit eines Leiterschleifensegmentes auf einer Bahn mit Abstand r
von der z-Achse gilt dann in Zylinderkoordinaten:

\7=a3><F=a)r-ey,

Mit €, =—siny -€, +cosy -€, folgt in kartesischen Koordinaten (v = w?):

—siny 0 0
VxB=ar-| cosy |x|B,|=ar 0
0 0 —siny - B,

=—ar-siny - B -E,

Nun kann das Integral Uber die Leiterschleife ausgefuhrt werden. Auf Grund der
Symmetrie der Anordnung genligt es, das Integral fur einen Viertel des Kreis-
ringes auszuwerten. Es empfiehlt sich, tber den Winkel 6 in Kugelkoordinaten

zu integrieren, wobei &, -dl =—sin&-R-d@und r =R-sin@ zu beachten sind:

Upa(t) = [VxB-dl ;
Ring df
712
=4 [~ aR*siny - B, -sin’ 0do do
° R

72

=—4-0R* -siny -By- [sin®0dg
0

. 7l2
— 4R -siny B, .| 2 -SN20
2 4 |
=rl4

=—w-B, - R* -sinwt




Losung zur 3. Aufgabe

a)

b)

Die Betrdge der komplexen Feldstarkeamplituden kdnnen mit Hilfe der
Strahlungsdichte und des Wellenwiderstands im Vakuum (7, =7, ~ 376,73Q)

bestimmt werden:

s =L Bl S [E|-=y2m-s. =2745Vvim
211,
A 12 ~
s, = JA ‘ﬂe = /28, I, =0,7286 Alm

Die Wellenzahl im VVakuum ist gegeben durch:

27

k,|="~
o

7
2 L0-10radls _ 5 336102 1/m
: 3,336-10" 1/m

~2,998-10° m/s

Der Transmissionskoeffizient fur das elektrische Feld fir den senkrechten Einfall
auf eine Grenzflache zwischen zwei Medien ist laut Skript (Einfall von Medium
1 auf Medium 2):

21,
te =
m,*1,
Hier gilt n, =1, ~376,73Q und:
n, = | A% _ 1Oty — (2,514 + j-2,499) Q
- K+ joeys, 1S/m + jws, - 65

Wegen 1S/m >> jwe, -65 konnte man auch die Skineffektn&dherung nutzen und

rechnen:
n, =[St _ (2,507 + j-2,507)Q
- K

Mit diesem Wert ergibt sich t; = (1,331+ j-1.313)-107 bzw. [te|=1,869-107.

Damit ergibt sich der Betrag der komplexen Amplitude des elektrischen Feldes
bei x =0 cm:

fo3
E.

te|=5,181V/m

E,(x=0cm) -

und der Betrag der komplexen Amplitude des magnetischen Feldes an gleicher
Stelle zu:



E. (x= Ocm)‘/‘gz‘ _1,448 A/m

‘ﬁt (x= Ocm)‘ =

Fur die Berechnung der Werte in der Tiefe des Muskelgewebes bei x =10 cm
bendtigt man die Dampfungskonstante « . Wegen 1S/m >> jwe, -65 kann diese in

c)
der Skineffektndherung berechnet werden (ds = Skintiefe):

a:i:‘/%:Z,SOGUm
ds 2

Die Betrdage der komplexen Feldstdrkeamplituden bei x = 10 cm sind dann:

E (x=10cm)| = E (x= Ocm)‘ -exp(—a-0,1m) =3,994 V/im

A, (x= Ocm)‘-exp(—a .04m) =1,127 Alm

Et(x:locm) =

A

Der Betrag des komplexen Poynting-Vektors ist:
H

E

*

sl-*Exh
S| \
2

d)

L
2

Nach Einsetzen der entsprechenden Werte folgt:
\5 (x=10 cm)‘ =2,250 W/m?

\5 (x= Ocm)‘ =3,714 Wim>  und

2

~

Die dissipierte Leistungsdichte pro Volumen ist gegeben durch (« rein reell):
|E

€)
1 2
-=-.J.
P 5

1
=—--K
2

[Im>

Nach Einsetzen der entsprechenden Werte folgt:
p(x =10cm) =7,975 W/m?®

p(x=0cm)=13,17 W/m?® und

f)  Die gesamte absorbierte Leistung pro Flache ist gegeben durch:



0 n 2 o
P =_|. p(x)dx = % : K-‘E(X =0cm)| - Ie‘Z“de = 2,626 W/m?
0 0

%/_/

S

Alternativ kann man diesen Wert berechnen tber den Ansatz:

1

1 2 1l o 2
P=".~ .H?’=-=.%2.H
S 2d, 2k °
it H, = ﬂt<x=0cm)\.
Anmerkung:

In Abh&ngigkeit der einfallenden mittleren Strahlungsdichte stellt sich das letzte
Ergebnis genahert wie folgt dar (1, =7, ~376,73Q >>n):

In dieser Naherung ergibt sich der Wert P, = 2,661 W/m?,



Losung zur 4. Aufgabe

a)

b)

Aufgrund der Leitfahigkeit von k — oo ergibt sich ein Reflexionsfaktor fiir das
magnetische Feld von (siehe Skript) r, =1 und somit gilt fir den ortsunab-
héngigen Anteil der komplexen Amplitude der reflektierten magnetischen

Feldstarke:
HOr :ﬂOe = HO

Mit dem Wellenzahlvektor der einfallenden Welle:

sina, sina,
w
K=k-: 0 [=2.] 0
C
cosa,) ° |cosa,
und dem der reflektierten Welle:
sing, sing,
(4
K=k | 0 =2 o
C
—cose,) ° \-cose,

ergibt sich die gesamte magnetische Feldstarke durch die Superposition der
einfallenden und der reflektierten Welle:

A

ﬂges =H, '(e—jke(xsinae-v-zcosae) + e—jke(xsinae—zcosae))' &
—H, ‘(e—jkezcosae 4 ot ikezcosa, ) o Ik (sing,) 5
0
=2H, -cos(k,zcosa, ) -e X% .| 1
0

y

y

Das gesamte elektrische Feld berechnet sich ebenfalls aus der Superposition der
einfallenden sowie der reflektierten Welle:

Das elektrische Feld hat im Gegensatz zum magnetischen zwei Komponenten,
eine x- und eine z-Komponente. Diese konnen aus der Zeichnung bzw.
geometrisch bestimmt werden. Fir den einfallenden Teil:

Ee — 770 . H0 . efjke(xsinaEJrZCOSOte) . (Cosae -éx —S|n ae éz) .



Fur den reflektierten Teil unter Berticksichtigung des Reflexionsfaktors:
ér =17, - H, - febene20%) (_cosg -8 —sina, -§,)
Somit ergibt sich fir das gesamte Feld:

] [efjke(xsinaeHCOSae) -(cosa, -€ —sina, -€,) +
g Melisiaemze0sa) (_cosar, -6, —sina, -éz)]
=1, H, '[(e_jke(“i"“””““e) .COS @1, — e Ml 20w o5y ). 4

(_ o~ ke (xsinag+2c0s,) gy a, _ g lke(xsinag—zcosar) oin o ) ]
=7, - H, - e fkeine .[(efjkems“e — gt kezcosa )-cos a, €, +

(_ o lkezcosa, _ o+ jk,zcosa,) )-sin a, ,gz]

jsin(k,zcosa, ) - cosa,

=—2n,-H, el 0
cos(k,zcoser,)-sin,

c) Mit den Ergebnissen aus den Teilaufgaben a) und b) berechnet sich der komplexe
Poynting-Vektor zu

X

%)}
Il

[m>

|Il)

( 21, - H, -g e ) (2H0 -cos(k,zcos a, ) - e Texeine )

'\’"_‘ N |-

jsin(k,zcose,)-cosa,
0 X

0)
1
cos(k,zcose,)-sine, 0
cos(k, ZCOSa .)-Sing,
=21, -H¢ -cos(k,zcosa, ) -
— jsin(k,zcose,) - cos e,

d)  Nullstellen der magnetischen Feldstérke bei:

cos(k,zcose,) =0 — z=—n-£-; (n=135,7,...)
2 k,cosa,

Zur Bestimmung der Nullstellen der elektrischen Feldstarke betrachten wir
zundgchst die Nullstellen der einzelnen Komponenten:



1

X:sin(k,zcoser,) =0 - Z=-N-1- (n=0123,..)
k, Cos ,
. V4 1
z:cos(k,zcoser,) =0 — Z=-Nn-—- (n=135,7,...)
2 k,cosa,

Daraus ergeben sich keine gemeinsamen Nullstellen. Allerdings missen auch die
Félle des senkrechten («, =0) und streifenden («, =90) Einfalls berticksichtigt

werden. Fir den senkrechten Einfall ergibt sich, dass die z-Komponente immer
null ist und somit verbleibt zu fordern:

x:sin(k,z-1)=0 — z=—n-7r-ki (n=0123,..)

e

Fur den streifenden Einfall ergibt sich, dass die x-Komponente immer null ist
und somit verbleibt zu fordern:

z:cos(k,z-0)=0 — (keine Losung fir z)
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1. Aufgabe

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a) Wie lauten die Maxwell-Gleichungen in ,,differentieller* Form fiir komplexe
Feldamplituden?

b) Wie veréndert sich der Widerstand eines runden elektrischen Leiters mit der
Frequenz bei Vorliegen eines stark ausgepragten Skin-Effektes?

c) Wie lautet die eindimensionale, homogene Wellen-Differentialgleichung (ohne
Déampfung) fir eine skalare GroRe F(x,t) im Zeitbereich?

d) Wie lautet ihre allgemeine Losung nach d’Alembert (Formel)?

e) Wie berechnet sich die Wellenzahl (Kreiswellenzahl) fir ein verlustloses
Medium aus seinen Eigenschaften (Formel)?

f) Was versteht man unter der so genannten ,,retardierten Zeit* (Formel fir das
Vakuum)?




Vor-und Zuname: Matrikel-Nr.:

2. Aufgabe

Gegeben sei die folgende Anordnung von unendlich langen, parallel zur z-Achse
verlaufenden Leitern. Das ortsfeste Leiterpaar A (1, 2) fihrt einen Strom +1 bzw. — |
wie in der Abbildung gezeigt. Das Leiterpaar B (3, 4) sei stromlos und beweglich. Der
Versatz zwischen den Mittelachsen wird mit x, bzw. y, bezeichnet. Der Abstand a
zwischen den Leitern eines Paares ist jeweils konstant. Die Leiter sind umgeben von
einem isotropem Dielektrikum mit &, =1 und z, =1.

—
: |
1 . I
----------------- e 00
Yo : a
+I =1
ORI
i

Bearbeiten Sie folgenden Aufgaben bzw. Fragen:

a) Ermitteln Sie vorzeichenrichtig den magnetischen Fluss pro Lange ¢;;(X,, Y,)
von Leiter (1) im Leiterpaar B (3, 4) in Abhéngigkeit vom Versatz x,,y,! Das

Vorzeichen ergibt sich hierbei aus der Definition der Stromrichtungen in B
(siehe Skizze).

b) Ermitteln Sie nun vorzeichenrichtig den durch das Leiterpaar A (1, 2) verur-
sachten magnetischen Fluss pro Lange ¢,; (X,,Y,), der B (3, 4) durchsetzt!

c) Berechnen Sie die Nullstellen von ¢, (X,,Y,) fur festes y, und variablen Ver-
satz x,und erldutern Sie, wie man deren Existenz qualitativ begriinden kann!

d) Skizzieren Sie qualitativ ¢, (X,,Y,) und ¢, (X,,Y,/2) als Funktionsgraphen in
Abhangigkeit des Versatzes —oo < x, <+ ! Kennzeichnen Sie hierbei
insbesondere die Lage der Nullstellen deutlich erkennbar!




3. Aufgabe

Eine ebene elektromagnetische Welle trifft aus der Luft kommend senkrecht auf eine
glatte und ebene Wasseroberflache und wird teilweise reflektiert und teilweise
transmittiert. Die komplexe Amplitude des einfallenden elektrischen Feldes hat die
folgende Form:

E=E,-00(jkx) (€ +j-€) mit E,=1Vim

und €, und ¢, als Einheitsvektoren in y- bzw. z-Richtung.

X
Hoo — [ Einfallende Welle
Luftmit &, =1, u =1 177177 it £= 150 kHz
und ¥ =0S/m
y z
® >

Wasser mit ¢, =80,

. =1 und x =10S/m

Bearbeiten Sie folgenden Aufgaben bzw. Fragen:

a) Bestimmen Sie die Wellenzahl k in Luft als Zahlenwert!

b) Bestimmen Sie die Wellenimpedanz , ___und die Wellenzahl k. in Wasser
jeweils als Zahlenwerte in einer geeigneten N&herung!

c) Bestimmen Sie die Transmissions- und Reflexionsfaktoren des elektrischen
Feldes t.und r_ als Zahlenwerte mit dieser Naherung!

d) Geben Sie die Formel fiir die komplexe Amplitude des magnetischen Feldes der
einfallenden Welle an! Welchen Zahlenwert hat der VVorfaktor derselben?

e) Geben Sie die Formel fiir die komplexe Amplitude des reflektierten elek-
trischen Feldes an! Welchen Zahlenwert hat der VVorfaktor derselben?

f) Geben Sie die Formel fir die komplexe Amplitude des transmittierten
elektrischen Feldes an! Welchen Zahlenwert hat der VVorfaktor derselben?

Hinweis: Fir alle Zahlenwerte geniigen vier signifikante Stellen, also z.B. 1,234-10°,

wobei die letzte Ziffer (hier die 4) gerundet sein soll. Geben Sie bei komplexen
GroRen jeweils Real- und Imaginérteil an!



4. Aufgabe

Das komplexe elektrische Feld einer elektromagnetischen Welle mit Kreisfrequenz o
in einem isotropen Dielektrikum mit Permittivitat ¢, und Permeabilitat 4, =1 sei

gegeben als:
Zcos(ﬁjsintﬂj
b a b

E=E,-exp(j(at—k,z))- —%sin(%j cos(%)

0

Hierbei sind a,b und k, reelle Parameter mit Zahlenwerten grof3er null und E, ist ein
ortsunabhéngiger Vorfaktor.

Bearbeiten Sie hierzu folgende Aufgaben bzw. Fragen:

a) Berechnen Sie die elektrische Ladungsdichte zu diesem Feld!

b) Zeigen Sie, dass folgende Relation zwischen Kreisfrequenz «, und den
Parametern a,b und k, herrschen muss:

R ORRR
W= =1+ = +k!
HoEoE, a b

c) Berechnen Sie das zum gegebenen E-Feld korrespondierende H-Feld!
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Ldsung zur 1. Aufgabe

a)  Maxwell-Gleichungen fur komplexe Amplituden der Felder:

/B

=0 rotH=J+ jo-

[T |Il>
Los]P

=p rtE=—jo-

b)  Proportional zur Wurzel aus der Frequenz (~./f )

2 2
OF_1 &F _,

ox: V¢ ot?

v = Ausbreitungsgeschwindigkeit (hier rein reell)

d FXt)=G(x—-v-t)+H(x+v-t)

G und H sind hinreichend oft differenzierbare Funktionen (rechts- bzw.
linkslaufende Wellen)

e) kW = Ko EGE,

f) t.,=t-s/c,

s = Abstand zwischen Quelle und Aufpunkt




Lésung zur 2. Aufgabe

Bei der Losung dieser Aufgabe geht man sinnvollerweise von folgender Formel aus
dem Skript flr den Fluss pro Lange eines vom Strom | durchflossenen Leiters in einem
benachbarten Leiterpaar aus (parallele Anordnung, Leiter unendlich lang):

27 S,

g — Lot _|n(s_zJ

Hierbei ist s; der Abstand zu demjenigen Leiter des Leiterpaares, der die positive
Stromrichtung gleich definiert — s, ist der Abstand zu demjenigen Leiter, der die
positive Stromrichtung gegengerichtet definiert.

a)

b)

Der vom Leiter (1) verursachte magnetische Fluss pro Lange ¢;; (X,,Y,) im
Leiterpaar B (3,4) betragt mit Verwendung obiger Formel:

[mj_%l ,ln£y02+(xo+a)2J

\/yo2 + on a 472' y02 + on

, |
¢13 (Xo’ yo) = ILZIO -In
T

Der vom Leiterpaar A (1,2) verursachte magnetische Fluss pro Lange @, (X,,Y,)

im Leiterpaar B (3,4) ergibt sich aus vorzeichenrichtiger Superposition der
Beitrage von Leiter (1) und (2):

PO S L 1 B G T B e
2 )/o2 + on y02 + (XO - a)2
s ..n{(vs+<xo+a>2)-(y;+<xo-a>2)J

4 (o2 + %7

Wie zu sehen ist dies eine in x, und y, symmetrische Funktion.

Zur Bestimmung der Nullstellen von ¢,; (x,,Y,) fur beliebige feste y, und
variablen Versatz x, ist es hinreichend

(yo? +(% +2)? ) (yo? + (% —a)2)=1
(v %" f

zu fordern. Nach Ausmultiplizieren folgt:




d)

YO4 + yoz(xo + a)z + yoz(xo - a)2 + (Xo + a)z(xo - a)2 = YO4 + 2y02x02 + Xo4

=2y,2x2 +2Yy,a? =Xt —2x,%a%+a*

Daraus nach Wegstreichen identischer Terme:
2y, a2 —2x,/a* +a* =0

Dies ist eine quadratische Gleichung in xo mit den Ldsungen:

Erlduterung:

Die Nullstellen sind symmetrisch zur senkrechten Mittelachse von Leiterpaar A
angeordnet, wo der Fluss positiv ist. Weit entfernt von dieser Position ist der
Fluss negativ, deshalb missen diese Nullstellen existieren.

Bei Halbierung des Versatzes in y-Richtung muss das Maximum grof3er werden.
Gleichzeitig ricken die Nullstelle nédher an die x-Achse heran:

Yo




Lésung zur 3. Aufgabe

Diese Aufgabe ist sinnvollerweise in der die Skin-Effekt-Ndherung zu rechnen, denn
im Wasser gilt:

HKwasser 1412 GHz>>150kHz

gogWasser

Somit ist die Verschiebungsstromdichte deutlich kleiner als die Leitungsstromdichte,
was fir diese N&herung spricht.

a)  Wellenzahl in der Luft:

k=p=2rf \gu,=3144-10" el
m

b)  Wellenimpedanz im Wasser in Skin-Effekt-Naherung:

My = A2~ (0,2433+ j.0,2433) Q
e KWasser

Wellenzahl in Wasser in Skin-Effekt-N&herung:

KWasser =\ ja)KWasserﬂO = (214335_ J : 214335) i
m

c) Mitder Wellenimpedanz in der Luft von:

e = |H2 =376 7 Q.
o

ergibt sich der Reflexionsfaktor fiir den senkrechten Einfall zu:

ro = QWasser _77Luft
1E —

=-0,9987 + j-1,290-10°

M \asser T
Der Transmissionsfaktor ergibt sich zu:

te =1+r. =1,292-10% + j-1,290-10°




d)

e)

f)

Fur den Vorfaktor gilt:

HO = EO /77Luft = 2165510_3 A/m

Die Richtung des Feldvektors dieser zirkular polarisierten Welle ergibt sich z.B.
aus der Superposition der beiden linear polarisierten Teilwellen:

éy'E —>—€, 4 € éy,H

Somit (A identisch zu oben):

H=Hy-ep(ifx)-(-&+]-§)

Fur den Vorfaktor gilt:

Eor = ;-1 =(-0,9887 + j-1,200-10°) V/m

Die Ausbreitungsrichtung ist nun umgekehrt zur einfallenden Welle, also gilt
(8 identisch zu oben):

E, =Eo -0(-j5x)- (€ +i-€).

Anmerkung:

Die reflektierte Welle ist wie die einfallende zirkular polarisiert, die Rotations-
richtung ist allerdings umgekehrt zur einfallenden Welle.

Fir den Vorfaktor gilt:

E, =E,-t. =(1,292-10° + j-1,290-10°) Vim

Das transmittierte elektrische Feld lautet damit (k,,.....Siehe oben):

Wasser

Et :EOt 'exp(jKWasser X) ’ (éy + J é.z)




Lésung zur 4. Aufgabe

a) Berechnung der Ladungsdichte iiber divD=p:

- oD
divD = oD, +—+ b,

OX oy 0z

= g,[— Z—ésin[%)sin(%) + Z—ésin(%)sin(%ﬂ -exp (j(wt —kz))

=0

Die Ladungsdichte ist also tberall im Raum null.

b) Die Welle muss die Wellengleichung AE +k?-E =0 mit:

k=w-\ theee,

I6sen. Aus dieser Bedingung l&sst sich die angegebene Dispersionsrelation
ableiten, bzw. diese muss fur alle drei Komponenten des Feldes gelten.

X-Komponente:

v-Komponente:

72'2 7[2 7[2 72'2
A, {__Z]EVJ{_F]Q +[k]E, :[_T—F—kf]ﬁy

a

und daraus dann dieselbe Schlussfolgerung wie fiir die x-Komponente.

Z-Komponente:

AEZZO:_k'EZZO

was immer erfllt ist.



c) Das zum elektrischen Feld korrespondierende magnetischen Feld kann wie folgt
ermittelt werden:

] . aEz/ay_ﬁgll/az

H=—1 rotE=—1 | o€, /oz - 0E, /ox
oMy OHoHr

0 0 8Ey/ax—agx/ay

0-(-Jk,)-E,

z

(_jkz)'EX -0

" |re{z)elz) ool e ot
({3

_iEgeniet-kz), J‘f;k cos| 2 Jsin( 2

Oyt {Z_Z+_} COS( j S( j
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1. Aufgabe

Bearbeiten Sie folgende Fragen bzw. Aufgaben:

a)

b)

f)

Wie lauten die Maxwell-Gleichungen in differentieller Form fur die komplexen
Amplituden zeitlich harmonischer Felder?

Wie verandert sich der Widerstand eines runden elektrischen Leiters mit der
Frequenz bei Vorliegen eines stark ausgepragten Skin-Effektes?

Wie verandert sich die innere Induktivitét eines runden elektrischen Leiters mit
der Frequenz bei Vorliegen eines stark ausgepragten Skin-Effektes?

Wie lautet die Formel fiir den komplexen Poynting-Vektor und welche Einheit
hat dieser?

Erldutern Sie in kurzen Worten, was die Fresnelschen Gleichungen aussagen!

Erldutern Sie in kurzen Worten, was man unter einer inhomogenen ebenen
Welle versteht!




Vor - und Zuname Matrikel - Nr.

2. Aufgabe

Gegeben ist folgende magnetische Flussdichte im Raum, die durch eine stationére
Stromdichteverteilung hervorgerufen wird:

I§=Bo-exp(—rl}éw
0

(B, >0, r,>0,x =1)

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben bzw. beantworten Sie die folgenden Fragen:
a) Welche Stromdichteverteilung J hat B hervorgerufen?

b) Berechnen Sie den gesamten, in positive z-Richtung flieRenden sowie den
gesamten, in negative z-Richtung flieBenden Strom!

c) Berechnen Sie die zugehdrige innere Induktivitat pro Lange 7 in z-Richtung far
den Bereich r=0bis r=r,!




3. Aufgabe

Im Folgenden sollen Wechselstromdichten der Kreisfrequenz « parallel zur y-Achse in
verschiedenen Anordnungen von leitfahigen Platten bzw. Halbrdumen mit ebener
Grenzflache untersucht werden. Im umgebenden Raum wird Vakuum angenommen.
Platte bzw. Halbraum sind durch g, und eine jeweilige spezifische Leitfahigkeit «

gekennzeichnet und erstrecken sich in z- bzw. y-Richtung bis ins Unendliche:

Z Z
Halbraum

Anordnung 1 Anordnung 2 Anordnung 3

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben bzw. beantworten Sie die folgenden Fragen:

a) Wie lautet allgemein die Differentialgleichung zur Bestimmung der komplexen
Amplitude iy der Stromdichte als Funktion von x im Leiterinneren?

b) Anordnung 1: Platte der Dicke t in x-Richtung (von —t bis 0) mit an den
Oberflachen fest vorgegebenen Stromdichten J, und J, (siehe Skizze).

Bestimmen Sie hierzu jy(x) in der Platte!

¢) Anordnung 2: Ebener Halbraum mit unendlicher Ausdehnung in positiver x-
Richtung mit an der Oberflache fest vorgegebener Stromdichte J, (siehe

Skizze). Bestimmen Sie hierzu iy(x) im Halbraum!

d) Anordnung 3: Platte (Bereich A) und Halbraum (Bereich B) schlie3en nun
nahtlos aneinander an und bilden damit einen geschichteten, stromdurch-
flossenen Leiter. Welche Stetigkeitsbedingungen bzw. Sprungbedingungen
miussen an der Grenzflache zwischen Platte und Halbraum erfllt sein?

Bestimmen Sie daraus jy(x) jeweils in den Bereichen A und B in Abhéngig-

keit des vorgegebenen J , !



4. Aufgabe

Eine ebene elektromagnetische Welle mit der elektrischen Feldstarkenamplitude
Eo = 100 V/m und der Frequenz 60 GHz fallt in einem Winkel von «_,= 30° zum Lot

auf eine Grenzschicht von Luft zu einem verlustlosen Dielektrikum und wird dort
reflektiert bzw. transmittiert:

Medium 1: Luft

y
).\ X e =1y, =1
A i Medium 2: Dielektrikum

: ~ En =41, =1

lat Et

|

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben bzw. beantworten Sie die folgenden Fragen:

a)

b)

d)

Bestimmen Sie den Winkel «, der reflektieren und den Winkel «, der
transmittierten Welle in Zahlenwerten!

Bestimmen Sie die Wellenzahlvektoren Eerr die einfallende Welle, Erﬂjr die
reflektierte Welle und k  fir die transmittierte Welle in Zahlenwerten!

Berechnen Sie den Reflexionsfaktor und Transmissionsfaktor des elektrischen
Feldes als Zahlenwerte!

Berechnen Sie die z-Komponente der gesamten elektrischen Feldstarke in
Medium 1 als Funktion und zerlegen Sie diese gemé&R folgender Form:

—jKe-sinag -x — jKe-COSare -y
A-e ~(§-cos(ke-005ae~y)+ge )

Berechnen Sie den komplexen Poynting-Vektor der einfallenden und der
transmittierten Welle in Zahlenwerten!
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Losung zur 1. Aufgabe

a) Maxwell-Gleichungen in differentieller Form fir komplexe Amplituden:

divﬁzé roté:—ja)-é divézo rotﬂ=j+jw-§
b)  Proportional zur Wurzel aus der Frequenz (~ ﬁ)
c) Umgekehrt proportional zur Wurzel aus der Frequenz (~1/\/T)
d) Komplexer Poynting-Vektor: S =%-Exﬂ* [W/m?]

e) Die Fresnelschen Gleichungen machen Aussagen tiber Feldverhaltnisse beim
Einfall einer ebenen Welle auf eine unendlich grol3e, ebene Grenzflache
zwischen zwei Medien unterschiedlicher Wellenimpedanz in Abhangigkeit des
Einfallswinkels, des Ausfallswinkels und der Polarisation. Sie geben dabei die
Verhaltnisse zwischen den ortsunabhangigen Anteilen der komplexen Feldstérke-
amplituden von reflektierter zu einfallender Welle (Transmissionsfaktor) bzw.

transmittierter zu einfallender ebener Welle (Reflexionsfaktor) wieder.

Eine inhomogene ebene Welle ist eine ebene Welle, bei der Amplituden- und

f)
Phasenfronten im Raum nicht identisch liegen.



Losung zur 2. Aufgabe

Die Aufgabe wird im Folgenden unter Benuitzung von Zylinderkoordinaten gelost

a) Die Stromdichteverteilung folgt aus dem Ampeéreschen Gesetz:

J=rotH =i-rotl§
Hy

Hierbei gilt fir Zylinderkoordinaten (siehe z.B. Skript):

Konkret im vorliegenden Fall also:

j-L . rotB=-g -i-(ﬁ(r-sw)j:éz -i-(exp(—r/ro)—rL-exp(—r/ro)j

Hy Lol \ & MoV 0
:éz .i.(1_Lj.exp(_r/ro):&.(l_il.exp(_r/ro).é'z
Hol fo Hy \ T T

Die Stromdichte wechselt also bei r =r, das Vorzeichen.

b) Der gesamte, in positive z-Richtung flieRende Strom ergibt sich aus der
Integration Uber die Stromdichte von r=0bis r=r,:

J-8 -rdrdt//:ZHofJZ~rdr :Zﬂ-&-f(l—L]-exp(—rlro)dr
0 Ho % o

_oq. B0 fexp(—r/ro)dr—i-_fr-exp(—r/ro)er
Ho \ o o 9

SO PN P |

Ho 0 0
2
_op.Bo. {_r_o_(_ro)}_i.{_2.&_(_%2)} _op.Bofo
Hyo € o € Hy €

Hierbei wurde Gebrauch gemacht von:



_fx -exp(ax) dx = expa(ax) (ax-1) (¥

Der gesamte, in negative z-Richtung flielende Strom ergibt sich aus der
Integration tber die Stromdichte von r=r, bis r =

Ho fo 0
2
Ho e o e Hy €

Damit ist der gesamte in z-Richtung flietende Strom null.

0

c) Dieinterne Induktivitat pro Lange ¢ in z-Richtung fiir den Bereich r =0bis r=r,
lasst sich am einfachsten iber die magnetische Energie berechnen:

m_Z. L2 =%% j” H- rdrdn//dZ—B— - jexp( =2r/ry)-rdr
000

Hy

Das bestimmte Integral ergibt unter Ausnutzung der Integrationsregel (*):

f 2 2r K 3r? 2| r? 3
exp(=2r/r)-rdr=| 2 -exp(-2r/r)-| ——— =|-—L2-|-2||=21-=

0

Durch Einsetzen des Ergebnisses aus Teilaufgabe b fiir den Strom in positiver z-

Richtung folgt:
2 2 2
i.Lr.(zﬂ&.r_o] 58 (13
2 Hy € Ho 4 €




Losung zur 3. Aufgabe

Diese Aufgabe ist effektiv eindimensional und durch Anpassen der allgemeinen
Losung an die Rand- und Sprungbedingungen ldsen.

a)

b)

Die allgemeine Differentialgleichung fur den Strom im Leiterinneren lautet
(siehe z.B. Skript):

Ai:—-i mit d,=_|——  als Skintiefe.

Mit den hier gegebenen Komponenten und Ortsabhdngigkeiten ergibt sich fur

J,():

Die allgemeine Losung fur die Platte lautet (siehe z.B. Skript):

2

WK p My

iy(x) :A{eﬁAx/dsA +A, e 2ixldsa mit dg, =

Als Randbedingungen sind die Strome an beiden Oberflachen vorgegeben. Damit
werden die unbekannten Parameter bestimmt:

J,0=A+A=], = A=J.-A ()
J L, =A @V2i-0/dsn A, L V2RI _ . (*

Einsetzen von (*) in (**) ergibt:

_ AR > i- 3 J _J rt/dSA
Al'e J2jt/dga +(lB _Al)_eﬁt/dsA :JA = Al —rt/dSA B rt/dSA

Einsetzen dieses Ergebnisses in (*) ergibt:

J —J Ft/dSA j 7\/7’[/dSA_jA

A = j = —
- l rt/dSA_ J2jt/dsa *rt/dSA_ V2jt/dsa

Damit ist die Losung fur die Platte vollstandig bestimmt.



d)

Die allgemeine Losung fur den ebenen Halbraum lautet (siehe z.B. Skript):

2

iy(x) =A; 'ei\m.X/dSB mit dSB =
WKg

Anpassung an die vorgegebene Randbedingung liefert direkt As:

J,0=A,=J,

An der Grenzflache zwischen Platte (Bereich A) und Halbraum (Bereich B)
liegen nur tangentiale Komponenten fir elektrisches, magnetisches und
Strémungsfeld vor. Da keine rein zweidimensionalen Oberflachenladungen oder
—strdme vorhanden sind muss gelten:

3,00 _ 3,500

Ka Kp

E,A(0)=E,(0) bzw. und  H,.(0)=H,.(0)

Mit diesen Stetigkeitsbedingungen bzw. Sprungbedingungen mussen die beiden
allgemeinen Losungen fur Platte und Halbraum (siehe vorherige Teilaufgaben):

I a(X)= A, -0 g p g2 e J,e(X)= A, e VP

und
(-t<x<0) (0< x <)

aufeinander abgestimmt werden, d.h. alle unbekannten Parameter miissen
bestimmt werden. Aus der ersten Bedingung folgt:

Ta+a)=ta = A=S.(a+a)

A Kg Ka
Fur die Anwendung der zweiten Bedingung mussen zunéchst die magnetischen

Feldstarken bestimmt werden. Aus rotE = — jau, ﬂ folgt hier (alle anderen
Ableitungen sind null):

_Z Joop,  OX

y

_ja)zc,uo' OX

Also:

) 222
dSA dSA

ﬂZ'A(x):_ : 1 1A ,\/Z_j.eJTj.XIdSA A 2] o2l
JOK g



ﬂz,B(X):_ " L -(—A\?.E,e 2]-X/dsBJ

Joxg L, deg

Wegen —+ . 1__1 -\/w'% — |—Y folgt aus der zweiten Bedingung:
ok, ds oK, 2 2wk,

\/I'(ﬂ_éz):_ iAs = Asz\/g'(éz_ﬂ) (***%)
Ka Kg Ka

Einsetzen von (****) in (***) ergibt:

E'(Az_ﬂ):%'(éﬁ'éz) = ra(B - A) =K (A +A,)

 aadBiE

SchlieBlich muss damit noch die Anpassung an die vorgegebene Stromdichte bei
x =—tvorgenommen werden:

iy'A(—t):A2 [\/\/? \/\/g r< D/dsa | o= J2j (- t)/dSAJ jA
A B
J

\/K_A \/K_B rt/dSA+eft/dSA
Jra e

=

Damit ist die Losung den geschichteten Leiter vollstandig bestimmt.

Anmerkung:

FUr x; =x,wird A =0 und A,=A,, was zur Losung fur einen homogenen
Halbraum fihrt.



Losung zur 4. Aufgabe

a) Der Winkel der reflektierten Welle ist gleich dem der einfallenden:

a, =30°

Der Winkel der transmittierten Welle folgt aus dem Brechungsgesetz in
folgender Form (die rel. Permeabilitaten sind identisch):

. . . 11 . (1
&, -sin(30°) = /¢, -sin = =arcsin| ,|— -= |=arcsin| = |=14,478°
grl ( ) 8r2 (at) at (\/; 2] (4)

=1/2

b)  Der Betrag des Wellenzahlvektors hadngt von den Materialwerten und der
Frequenz uber k=w- /&€, 1, ab. Somit:

k. =k, =o- 50y0=27z-60-109-l- Eoply =1257,5m™
S

k. =4k, =25150m™

Die Richtungen bestimmen sich anhand der bereits berechneten Winkel. Es folgt:

sin(30°) 1/2 628,75
ke =| —c0s(30°) |-k, =| —+/3/2 |-k, =| —1089,0 |m"
0 0 0
sin(30°) 1/2 628,75
ke =| cos(30°) |-k, =| ~/3/2 |-k, =|1089,0 Im™
0 0 0
sin(14,478°) 0,250 628,75
ke =| —cos(14,478°) |-k, =| —0,9682 |-k, =| — 24350 |m™

0 0 0

c) Fur den gegebenen Polarisationsfall ergeben sich der Reflexions- und Trans-
missionsfaktor des elektrischen Feldes aus den Fresnelschen Formeln zu:



. _I,-cos(a,) T, -cos(er;) (L,/T,)-cos(30°) —cos(14,478°)
& I,-co8(er,)+T,-cos(e,) ([,/T,) -cos(30°)+cos(14,478°)

%/_/
=\Jénlep=114

_ /3/4-0,9682
J3/4+0,9682

=-0,3898

t. =1+r, =0,6102

d) Das gesamte elektrische Feld in Medium 1 ergibt sich aus der Summe des
einfallenden und des reflektierten Feldes:

E.(xY)=E.(xY)+E,(x,¥) =E, (x,y) e &,

Die z-Komponente der komplexen Amplitude ist hier

Elz (Xa y) = EO . eijkef + EO _[E . e*jkr-l’
= E0 .e*jke.(sinae.xfcosae.y) + EO T .e*jke‘(Si”ae-XJrcosae'y)
= Eo : efjke-sinae-x . (ejke'cosae'y +re- e—jke-cosae'Y)
= E0 . e—jke-sinae-x . (ejke-cosae-y + e_jke-cosae-y " ([E _1) e—jkecosae-)’)

= E0 . e‘jke-sinae.x . (2 . COS(ke -CoSq, - y) + (£E _1) e‘jke'cosae'Y)

Diese Form entspricht der geforderten mit:
A=E;, B=2, C=rg-1

Zu erkennen ist daran, dass es einen in y-Richtung stehenden Wellenanteil gibt.

e) Der komplexe Poynting-Vektor der einfallenden Welle ist (T}, =376,7Q):

el v Ep 1/2 1/2 6,636
2 T, || 2r,/|e, 0 o |M o M

Der komplexe Poynting-Vektor der transmittierten Welle ist (t. =0,6102):

el v e [ 020 0,250 2,471
T sl I te Byl | ~0,9682 | =9,884 | —0,9682 ﬂ2= ~9,569 ﬂz
2 T, k| 2r,/ye, 0 o M o |™M
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